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1.1

Intfroduction

La mécanique du point matériel permet de décrire le mouvement d’un corps, dont on peut
négliger les dimensions, lorsqu’il est soumis a un ensemble de forces. On distingue généralement
la description cinématique, qui donne la position, la vitesse et 1’accélération du point au cours du
temps, de la dynamique qui établit la relation existante entre les forces en jeu et le mouvement
résultant (seconde loi de Newton : f = ma). La possibilité de négliger les dimensions du corps
dépend du probleme considéré. Ainsi, on peut considérer une plancte ou un électron comme un
point matériel pour étudier leur mouvement autour du Soleil ou dans un champ magnétique mais
pas, évidemment, pour étudier la rotation des planetes sur elles-m&mes. Dans ce dernier cas, il est
nécessaire d’utiliser la mécanique des solides indéformables qui inteégre les notions de rotation,
d’inertie et de moment.

La mécanique des milieux continus, quant a elle, s’intéresse a la déformation des solides et a
I’écoulement des fluides considérés comme un milieu continu.

Définition 1.1.1 — Milieu continu. Un milieu continu est un milieu dont le comportement
macroscopique est décrit en supposant la matiere répartie sur tout le domaine qu’elle occupe, et
non, comme dans la réalité, concentrée dans des infimes parties de ce volume.

En d’autres mots, un domaine de I’espace contient un milieu matériel continu si a chaque instant et
en chaque point de ce domaine, on peut définir des grandeurs physiques locales relatives a ce milieu
matériel. La grandeur physique associées a chaque point peut étre représentée mathématiquement
par : un scalaire (masse volumique, température, concentration d’un polluant, etc.), un vecteur
(vitesse, accélération, forces, etc.) ou un tenseur (déformations, contraintes, etc.). Une grandeur
physique donnée a chaque instant et en chaque point est ce qu’on appelle un champ. La mécanique
des milieux continus est donc une “théorie des champs” (historiquement, la premiere de ces
théories) ou les équations décrivant 1’évolution spatio-temporelle d’un systeme sont des équations
aux dérivées partielles.

La mécanique des milieux continus est une théorie utilisée dans de nombreux domaines. Citons
par exemple :
Biophysique : capture de fluide [1, 2] ou de proie chez les animaux [3], nage [4, 5], etc.

Morphogénese : morphologie des organes (cerveau [6-8], intestins [9]) ou végétaux [10, 11].

Formation de motifs : films minces [12-16], systeémes granulaires [17-20], etc.
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FIGURE 1.1 — a. Goutte d’eau colorée posée sur un radeau granulaire flottant sur un liquide [31]. b. Goutte
d’eau gelée et fracturée aprés I’'impact avec une surface maintenu a une température de —44° C. [32]. c.
Forme en fliite 4 champagne adoptée par une masse d’eau lichée d’un tube cylindrique [33]. d. Goutte colorée
contenant de I’eau et de I’alcool déposée sur un bain d’huile [34]. e. Collision de deux jets de liquide Newto-
nien identique [https: //gfm. aps. org/meetings/dfd-2018/5b9be662b8ac3105e5ac90d9].

Physique des matériaux : matériaux granulaires [21], mousses [22], gels [23], polymeéres, etc.

Technologie : conception de métamatériaux [24, 25], électronique déformable [26, 27], bioélectro-
nique [28, 29] etc.

Géophysique : formation de structures géologie comme les plis [30], mouvement des plaques
tectoniques, sismologie, etc.

Environnement : pollution de I’air ou de 1’eau, écoulement des eaux, etc.
Astrophysique : mouvements convectifs dans les étoiles, structure et stabilité des étoiles, etc.

Sciences appliquées : résistance des matériaux, aérodynamique, etc.

Il est intéressant de consulter, a titre d’exemples, les sites des laboratoires suivants pour mesurer
le dynamisme des sujets de recherches en rapport avec la mécanique des milieux continus :
Applied Math Lab (L. Mahadevan, Harvard) : softmath.seas.harvard.edu/

Complex Fluids Group (H. A. Stone, Princeton) : stonelab.princeton.edu
Biomimetics Lab (J. Aizenberg, Harvard) : aizenberglab.seas.harvard.edu

K. Bertoldi Group (Harvard) : bertoldi.seas.harvard.edu

Itai Cohen Group (Cornell) : cohengroup.lassp.cornell.edu

John Rogers Group (Northwestern) : rogersgroup.northwestern.edu
Nonlinear Physics (S. Morris, Toronto) : www.physics.utoronto.ca/nonlinear/
Flexlab (P. Reis, Lausanne) : flexlab.epfl.ch

J. Bico (Paris) : blog.espci.fr/jbico/recherche/

D. E. Moulton (Oxford) : people.maths.ox.ac.uk/moulton


https://gfm.aps.org/meetings/dfd-2018/5b9be662b8ac3105e5ac90d9
https://softmath.seas.harvard.edu/
https://stonelab.princeton.edu/
https://aizenberglab.seas.harvard.edu
https://bertoldi.seas.harvard.edu/
http://cohengroup.lassp.cornell.edu/
http://rogersgroup.northwestern.edu/
https://www.physics.utoronto.ca/nonlinear/
https://flexlab.epfl.ch/
https://blog.espci.fr/jbico/recherche/
http://people.maths.ox.ac.uk/moulton/research.html
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FIGURE 1.2 - a. Ondulations fractales obtenues aprés déchirure d’une feuille de plastique [35]. b. On-
dulations d’une aile de cigale. c¢. Fractures dans de la boue séchée [36]. d. Flambage d’une voie ferrée en
Nouvelle-Zélande (Canterbury) suite a un tremblement de terre (Photo : Malcolm Teasdale). e. Ondulations
sur une étendue de sable dues a I’interaction entre matiére granulaire et écoulement hydrodynamique [18]. f.
Rides sur fruits séchés. g. Rides sur une feuille posée sur une goutte de liquide [37].

Notons également que de nombreuses questions fondamentales en physique non-linéaire sont
analysées dans le cadre de la mécanique des milieux continus comme 1’auto-organisation dans
des systeémes a I’équilibre ou hors-équilibre. Les équations aux dérivées partielles non-linéaires
de cette théorie permettent de décrire des phénomenes de bifurcations, de transitions, telles que
ceux observées dans de nombreux systemes physiques. Des équations similaires de type réaction-
diffusion permettent aussi d’étudier I’émergence de structure dissipative dans les systemes hors-
équilibre. L’émergence spontanée de formes complexes est un phénomene parmi les plus fascinants
dont I’étude est aujourd’hui encore trés vivace. De nombreuses images et vidéos spectaculaires de
structures émergeant dans des problemes d’écoulement peuvent étre téléchargée sur le site web
gfm.aps.org. La Fig. 1.1 montre quelques exemples récents impliquant des fluides. La Fig. 1.2,
quant a elle, montre quelques structures impliquant des solides qui peuvent étre étudiées dans le
contexte de la mécanique des milieux continus.

Savoir si un domaine matériel donné peut étre assimilé a un milieu continu ou non dépend
de I’échelle d’observation. La mécanique des milieux continus ne s’intéresse pas directement aux
molécules constitutives des systemes que I’on étudie et 1’on envisage plutdt leur comportement
a une échelle macroscopique, beaucoup plus grande que les distances typiques qui séparent deux
molécules. La mécanique des milieux continus s’intéresse donc au comportement de la matiere a
une échelle grande devant les distances intermoléculaires ce qui permet de considérer les proprié-
tés d’intérét d’un milieu (masse volumique, vitesse, etc.) comme continues. Une telle hypothese
permet d’utiliser des outils mathématiques reposant sur des fonctions continues et dérivables. En
pratique, cela revient a considérer un volume élémentaire représentatif de matiere V, de taille
importante devant les “volumes” atomiques ou moléculaires tout en restant petit a 1’échelle (macro-
scopique) a laquelle on observe le milieu. Plus précisément, les grandeurs macroscopiques définies
en mécanique des milieux continus sont, en fait, des moyennes des grandeurs microscopiques
correspondantes, sur une taille grande devant I’échelle de leurs fluctuations microscopiques (F,),
mais petite devant celle des variations a I’échelle macroscopique (Fys), provenant de I’hétérogénéité
du milieu. Le volume sur lequel est réalisée la moyenne et qui vérifie ces conditions, est appelé
volume élémentaire représentatif (V).


https://gfm.aps.org/
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Pour illustrer ce propos, considérons un volume V occupé @ ! !

par un milieu matériel et une grandeur extensive, par exemple . & P MV Fu

la masse M contenue dans V, et portons en graphique I’évolu- ﬂ i i

tion du rapport p = M/V (grandeur intensive) en fonction de H l,".l i i

V, voir Fig. 1.3. Un trés faible volume V pourra contenir un “. E"nl i‘l‘ P l l =

nombre important ou trés faible de molécules suivant I’endroit  |i| H %“," v } |

et le moment ou la mesure est effectuée a cause de la nature ':. f' l%;' ' i i

intrinsequement discontinuez de la matiere. Les valeurs de p i;' y i i

seront donc tres fluctuantes. A partir d’un certain volume Vi, un Ve

effet de moyenne va s’instaurer et p aura une valeur constante Il/ Il/ V

1 2

pour Vi <V =V, < V,. Cette valeur sera considérée comme la
valeur locale de la masse volumique. Une particule matérielle,
dont la position sera assimilée a un point géométrique en mé-

FIGURE 1.3 - Evolution de Ia
masse volumique p en fonction du

canique des milieux continus, sera en fait constituée d’un grand
nombre de particules microscopiques contenues dans un volume
Ve. Une variation éventuelle de p pour V >V, sera interprétée

volume considéré. Pour V < Vi,
p présente de grandes fluctuations.
Pour V| <V < V,, p est essentiel-

lement constante et est assimilée
a la masse volumique locale. Pour
V > V,, variation due a I’éventuelle
hétérogénéité du milieu.

comme résultant d’une distribution spatiale non-uniforme de la
masse volumique. La validité de I’hypotheése du milieu continu
dépend donc de 1’échelle d’observation, donc de la dimension
des volumes appréhendés par les instruments de mesure. Cette
dimension doit étre suffisamment grande pour que le volume contienne un grand nombre de
molécules.
Définition 1.1.2 — Particule matérielle. Une particule matérielle (fluide ou solide) est définie
comme un élément de matiere de volume V, tel que sa taille d ~ Vel/ 3 soit :
— tres petite devant les échelles de longueur caractéristiques du systeme ;
— tres grande devant les distances entre les molécules ou devant leur libre parcours moyen.

Le but de la mécanique des milieux continus est de décrire la déformation des solides et
I’écoulement des fluides résultants de forces (contraintes) appliquées. On sait depuis Hooke que si
une force de tension par unité de section, o, est appliquée a un ressort de longueur au repos L, sa
variation relative de longueur, &, sera donnée par la relation :

o:k<g_L> =ke,
L

otl k donne une information sur la raideur du ressort ([k] = [Pa] = [N][m]~2). Sous cette forme, il
s’agit en fait du module élastique ou module de Young (Thomas Young (1773-1829)). C’est une
relation linéaire entre une contrainte [stress], ¢, et un allongement/déformation relatif [strain] €. 11
s’agit de ’exemple le plus simple d’une relation constitutive reliant la force au déplacement. Dans
le cas d’un object purement visqueux, cette relation devient (frein visqueux [dashpot])

(1.1)

de

_pde_  de
meg

_pde_ 12
°T T & (1.2)

ol U est la viscosité dynamique ([u] = [Pa][s] = [N][s][m]~?). I s’agit d’une relation entre une
contrainte, o, et un taux d’allongement relatif ou vitesse de déformation [strain rate] de/dz. Un
des buts de ce cours et de généraliser ces relations dans le cas d’un milieu continu et de montrer
que € et 0 se généralisent par les notions de tenseurs des déformations et des contraintes.

p) Laloide proportionnalité (1.1) fut découverte par Hooke (1635-1703) en 1660, mais énoncée par
lui bien plus tard en 1678. Edme Mariotte (1620-1684) la découvrit indépendamment en 1680 et
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I’appliqua au probleme fondateur de 1’élasticité (la résistance des poutres) qui fiit d’abord étudié
par Galilée (1564-1642) aux alentours de 1638. Le probleme fut repris par Jacques Bernoulli
(1654—-1705) qui dériva I’équation de I’élastica en 1705 (voir Chap. 4). Leonhard Euler (1707-
1783), suite a une suggestion de Daniel Bernoulli (1700-1782, neveu de J. Bernoulli, voir Chap. 3)
repris cette étude de 1’élastica et publia ses résultats en 1744 [38, p. 1-31].

Pour conclure cette breve introduction, nous mentionnons que les principales sources d’in-
formation utilisées pour concevoir ce cours sont issues des ouvrages suivants [39-45]. Les notes
historiques, quant a elles, sont tirées de [38, 46].

Cinématique
Description Lagrangienne (description par les trajectoires)

Un milieu continu est supposé décrit par une portion d’espace euclidien a trois dimensions
(espace vectoriel muni d’un produit scalaire, Annexe A.1). Pour décrire completement le mouvement
d’un milieu continu, dans un systeme de référence donné (coordonnées cartésiennes par exemple),
il suffit de donner la position des différentes particules matérielles a chaque instant. Supposons
qu’en t = ty, le milieu se trouve dans un état de référence ou les différentes particules matérielles
du milieu ont pour position X. Les lettres capitales désigneront les particules matérielles, ou
encore leur position a un instant initial #y. Sous 1’action d’une force appliquée ou d’un moment,
le milieu se déforme tel que, 2 un moment ultérieur ¢, les particules matérielles se sont déplacées.
Le mouvement d’un milieu continu est alors entierement décrit par la donnée des positions x a un
instant ¢ quelconque de toutes les particules matérielles X :

r=x(X,t)=x(X.,1). (1.3)

Comme souvent en physique, on confond volontairement une fonction avec sa valeur prise en un
point pour écrire * = x (X ,t) au lieu de & = x (X ,¢). Cette liberté permet de mieux garder a
Iesprit la nature de la grandeur considérée. La position d’un point déplacé est donc une fonction de
sa position initiale et du temps avec x(X ,#y) = X. C’est la description de Lagrange d’un milieu
continu. X est attaché a la particule matérielle, c’est la variable de Lagrange.

Définition 1.2.1 On appelle variables de Lagrange les grandeurs X (3 composantes) et . On
appelle inconnues de Lagrange les 3 fonctions « (ou, de maniere équivalente, les 3 fonctions x).

Si on fixe X dans (1.3), on suit donc une particule matérielle bien précise. On obtient alors la
trajectoire d’une particule matérielle donnée au cours du temps sous forme paramétrique ot ¢ est
le parametre : x; = x1(¢), x = x2(¢), x3 = x3(¢). Si on fixe X a une autre valeur, on obtient la
trajectoire d’une autre particule matérielle. La variable X jour le réle d’index de la famille des
trajectoires possibles. De facon imagée, on peut dire qu’il y a “autant de” trajectoire qu’il y a de
particules. On en déduit donc que

Définition 1.2.2 La vitesse V et I’accélération A d’une particule matérielle a I’instant r dans
une description lagrangienne sont simplement données par

ox (Xt oV (X,t) d*x(X,t
V(X’t):g; ), et A(X,1)= <(9t ) _ a(zz ),

ou les dérivées partielles sont calculées a X constant (on suit une particule).

1.4)

De méme, dans une description lagrangienne, le taux de variation d’une grandeur physique F (X 1)
(masse volumique par exemple), pour une particule matérielle donnée, sera simplement donné par
la dérivée partielle par rapportat : dF(X,r)/dt.
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Dans la description lagrangienne, on suit une particule matérielle au cours de son mouvement,
en spécifiant sa position X a un instant référence donné 7. La vitesse du milieu continu est alors
caractérisée par le vecteur V' (X, ¢) qui est fonction des deux variables X et 7. Dans la description
imagée d’une riviere qui s’écoule, ce point de vue est celui d’un observateur sur une barque
entrainée par le courant : la vitesse de la barque représente la vitesse lagrangienne. Le point de
vue lagrangien correspond a des mesures faites avec des instruments qui suivent le fluide dans son
mouvement, tels que des ballons-sondes dans I’atmosphere ou des particules marquées.

La description lagrangienne nécessite donc la connaissance d’une configuration ou état de
référence. Elle est bien adaptée a I’étude de nombreux problemes de mécanique des solides pour
lesquels on connait la configuration initiale du systeme. Il peut s’agir, par exemple, de 1’état non
déformé d’un corps avant que ne commence une expérience de traction ou compression.

Il n’en est pas de méme en mécanique des fluides. On ne connait généralement pas la position
initiale de la particule de fluide qui passe en un point donné du systéme a un instant . On peut méme
ajouter que, dans la quasi-totalité des cas, on ne s’intéresse pas a cette information ni au devenir
d’une particule de fluide apres qu’elle soit passée par ce point donné. La notion méme d’instant
initial n’a pas vraiment d’intérét. Ce qui nous intéresse c’est, par exemple, la vitesse du fluide en un
point donné a tout instant. Cela nous amene tout naturellement a la notion de description eulérienne
d’un mouvement.

Description Eulérienne (description par le champ de vitesse)

Connaitre le mouvement d’un milieu continu, du point de vue d’Euler, c’est connaitre a chaque
instant ¢ et pour tout point (fixe) du systeme, la vitesse v de la particule qui passe en ce point a
cet instant. Il s’agit donc de déterminer v(a,1) si « représente le vecteur permettant de définir la
position du point (fixe) considéré dans le systeme.

I Définition 1.2.3 On appelle variables d’Euler les grandeurs x (3 composantes) et z. On appelle
inconnues d’Euler les 3 fonctions v.

Dans la description eulérienne, on s’intéresse a la vitesse v(x,7) d’une particule de fluide qui
coincide a I’instant ¢ avec un point fixe de vecteur position x ; a chaque instant, on regarde donc les
vitesses de particules différentes. A un instant ultérieur ¢/, la vitesse au méme point x sera devenue
v(a,t’). Ce point de vue est celui d’un observateur au repos par rapport au référentiel dans lequel
est mesurée la vitesse v et correspond aux études expérimentales réalisées avec des sondes fixes
par rapport au mouvement du fluide. C’est la vitesse eulérienne que nous percevons lorsque nous
regardons s’écouler une riviere du haut d’un pont : les particules de fluide qui défilent sous nos yeux
sont différentes a chaque instant. Leur vitesse est fonction d’une part, de I’'instant d’observation et,
d’autre part, du point x (fixe par rapport au pont) que nous observons.

La description eulérienne présente cependant I’inconvénient d’introduire des termes non-
linéaires dans I’expression de 1’accélération d’une particule matérielle. C’est I’accélération d’une
particule matérielle qui sera utilisée dans la généralisation aux milieux continus de la seconde loi de
Newton (f = ma). Connaitre son expression pour une description eulérienne est donc crucial pour
établir les équations de la dynamique des milieux continus. L’accélération est le taux de variation
de la vitesse calculé pour deux instants infinitésimalement proches (¢ et r + df). Durant ce laps de
temps, la particule va se déplacer. Sa vitesse peut donc varier, d’une part, car le champ de vitesse
varie en un point & au cours du temps, mais aussi, d’autre part, car le champ de vitesse varie en
général entre deux points infinitésimalement proches (x et 4+ dx) que la particule aura reliés
durant son déplacement. Pour calculer 1’accélération, on considére une particule matérielle située
au point 2 2 I'instant 7. A un instant ultérieur, 1’ = + dr, elle se trouvera au point

d
2 =2+ de =t + dr) :m+gdt+o<dﬂ) — &+ v(z, 1) di + O(dr?),
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et sa vitesse sera devenue v(x’,t'). (1) = x(X,1) représente la trajectoire de la particule, voir
Eq. (1.3). La variation de vitesse dv de cette particule, dans I’intervalle de temps d¢, sera donc
donnée par

dv=v(z,t') —v(z,t) =v(x(t + dt),t + dt) —v(x,1).
Un développement au premier ordre pour une quantité dz infinitésimale conduit a

dv(x,1) 3 Ju(x,1)
d

dt‘i‘ZT\/idt,

i=1

v(x(t+dt),r 4 dr) = v(x,1) +

ol vy, vy et vz sont les 3 composantes de la vitesse. En remplacant cette relation dans 1’expression
de dv, on trouve I’expression de 1’accélération

3
dv 8'0 (x,1) Zwav x,t)  dvu(x,t)

a(a:,t):a— T o + (v(z,1)- V)v(x,1). (1.5)

En d’autres mots, ce résultat traduit simplement le fait que, durant le laps de temps nécessaire
pour calculer la variation de vitesse, la position de la particule a changé. On doit donc calculer la
variation temporelle de v(x(z),7) ot (1) = (X ,t) représente la trajectoire de la particule, voir
Eq. (1.3). La vitesse v dépend, en général, explicitement du temps (ce qui se traduit par une valeur
non-nulle de dv(x,t)/dt) et implicitement a travers dépendance de x en le temps (ce qui se traduit
par une valeur non-nulle de (v(z,?) - V)v(x,1)).

Définition 1.2.4 — Ecoulement stationnaire et uniforme. Le mouvement d’un milieu continu
est dit stationnaire (ou permanent) si et seulement si le champ de vitesse exprimé en variables
eulérienne ne dépend pas explicitement du temps : dv(x,t)/dt = 0. Le mouvement est dit
uniforme si et seulement si le champ de vitesse exprimé en variables eulérienne ne dépend pas
des coordonnées spatiales : Vv;(x,t) = 0.

Lors d’un écoulement stationnaire, la vitesse en un point 3
fixe x du systeme est constante a tout instant. Cependant,

la vitesse peut varier d’un point a I’autre du systeme lors 2 —7 N
d’un tel écoulement s’il n’est pas uniforme. Une particule

matérielle n’aura donc pas d’accélération uniquement

dans le cas d’un écoulement stationnaire et uniforme.

Dans tous les autres cas, son accélération sera non nulle. “
La Fig. 1.4(a) montre un écoulement stationnaire et uni- , — vy = 0@
forme fictif. La vitesse de I’écoulement est constante dans
le temps et I’espace. Une particule matérielle aura une —/—
vitesse, notée ici v , constante a tout instant en un point

donné et constante en tout point a un instant donné. La FigURE 1.4 — a. Ecoulement stationnaire
Fig. 1.4(b) montre le cas d’un écoulement stationnaire et et uniforme. b. Ecoulement stationnaire et
non-uniforme dans une conduite de taille variable. A tout non-uniforme.

instant, I’écoulement est tel que la vitesse en un point donné arbitraire est constante. Cependant,
la vitesse changera d’un point a 1’autre a un instant donné. Loin a gauche du rétrécissement, une
particule aura une vitesse v alors que, loin a droite du rétrécissement, une particule aura une
vitesse v(2). Une particule passant par le rétrécissement verra donc sa vitesse varier de v(!) 2 v(?), ce
qui conduit a une accélération.
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Trajectoire et ligne de courant

La trajectoire d’une particule matérielle X est définie comme le chemin suivi par cette particule
au cours du temps, c’est-a-dire I’ensemble des positions successives de cette particule au cours de
son mouvement.

Définition 1.2.5 — Trajectoire. La trajectoire d’une particule X est le lieu des positions de cette
particule au cours du temps.

On peut les visualiser expérimentalement en filmant le déplacement d’un traceur (particule diffusant
la lumiere, bulles, etc.). L’équation d’une trajectoire est simplement donnée par I’équation (1.3). Si
on connait la vitesse lagrangienne, la trajectoire s’obtient par intégration directe de 1’équation pour
V (1.4). Si on connait la vitesse eulérienne, la trajectoire d’une particule s’obtient en résolvant les
3 équations différentielles suivantes da/dt = v(x(r),r). En effet, pour déterminer la trajectoire
d’une particule, on doit la suivre. L’argument @ de la vitesse sera donc la trajectoire de la particule
x(t) donnée par 1’équation (1.3) et non pas un point fixe du systeme. Ces 3 équations s’écrivent
explicitement comme suit :

dx1 de dX3
E:V1(x17x2,x37t), 7:V2(X1,x27x3,t), E:V3(x17x27x37t)‘ (16)

Les solutions de ces équations différentielles donnent la trajectoire sous forme paramétrique ou ¢
est le paramétre : x; = x1(¢), x2 = x2(¢), x3 = x3(1).

Les lignes de courant sont les lignes du champ de vecteurs v(x,7) a un instant donné t = T'.
Elles sont définies comme étant les tangentes en chaque point au vecteur vitesse v(x,T) a un
instant donné T'.

Définition 1.2.6 — Ligne de courant. Une ligne de courant [streamline], a un instant T fixé,
est une courbe C qui admet en chacun de ses points une tangente parallele au vecteur vitesse
v(x,T) en ce point et a cet instant 7.

On peut visualiser expérimentalement les lignes de courant en faisant une photo, en légere pose,
d’un ensemble de traceurs (particules diffusant la lumiere, bulles, etc.) : la direction des segments
obtenus donne la direction du vecteur vitesse, les lignes de courant sont tangentes aux segments
ainsi déterminés, et la longueur des segments est proportionnelle au module de la vitesse. Pour
obtenir les équations différentielles des lignes de courant C, on écrit que le vecteur élémentaire
de = (dx;, dxz, dx3) tangent a C en un point & quelconque de la courbe est parallele au vecteur
vitesse v(x,T) en ce point et & un I’instant 7. Le parallélisme entre dx et v (da x v = 0) permet
de déterminer les équations des lignes de courant :

v do dn W
vi(xr,x0,x3,T)  va(xi,x2,x3,T)  v3(x1,x2,x3,T) '

De maniere équivalente, cela revient a résoudre les 3 équations différentielles suivantes da/ds =
v(x(s),T). Ces 3 équations s’écrivent explicitement comme suit :

dx dx dx
disl =Vi (Xl,X2,X3,T), dis2 = VQ(X1,X2,X3,T), d7s3 = V3(X1,X2,X3,T). (18)

Cette relation montre que les tangentes a la courbe x(s) sont bien donnés par le champ de vitesse a
un instant donné 7" alors qu’une trajectoire admet en chacun de ses points des tangentes données
par le champ de vitesse a des instants différents. Les solutions de ces équations différentielles
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donnent les lignes de courant sous forme paramétrique ol s est le parametre : x; = x;(s), x2 = x2(s),
x3 = x3(s).

Il ne faut pas confondre les deux notions. Pour construire une ligne de courant a I’instant 7',
on considere des particules différentes au mé&me instant 7 alors qu’une trajectoire est constituée
de la succession des positions d’'une méme particule a des instants différents. Contrairement aux
équations des trajectoires (1.6), les membres de droites des équations pour les lignes de courant (1.8)
ne dépendent pas de la variable d’intégration (¢ pour les trajectoire et s pour les lignes de courant).
Cela conduit donc généralement a des solutions différentes, voir exemple 1.2. Ces deux notions
coincident uniquement lors d’un écoulement stationnaire ol la vitesse eulérienne ne dépend pas
explicitement du temps (dv/dt = 0); les lignes de courant et les trajectoires sont alors confondues.
En effet, dans ce cas, les membres de droite des équations (1.6) et (1.8) ne dépendent plus de la
variable d’intégration. Ces équations s’écrivent alors sous la méme forme

Vi{X1,X2,X V2(X1,X2,X Vv3(X1,X2,X
1\A1,42,43), 2\A1,42,43), ;é 3(A1,42,43),

avec & = 1 pour les trajectoires et & = s pour les lignes de courant.

p) Notons qu’on définit encore la notion de ligne d’émission qui représente, a un instant donné 7,
I’ensemble des positions occupées par des particules qui sont passées par un point donné aux
instants antérieurs. Une ligne d’émission est obtenue expérimentalement par I’émission continue
de traceurs en un point fixe pour ¢ € [0, 7], et par photographie instantanée de 1’ensemble des
positions des traceurs a un instant 7. Une ligne d’émission est donc relative a un point et a un
instant. Le panache de fumée d’une cheminée photographié a un instant 7 représente un ensemble
de lignes d’émission. Pour un écoulement stationnaire, les lignes d’émissions coincident avec les
trajectoires et lignes de courant.

Lien entre les descriptions

La description lagrangienne et eulérienne d’un milieu continu sont deux descriptions équiva-
lentes d’une méme réalité. On peut passer d’une description de Lagrange a une description d’Euler,
et inversement. Pour ce faire, on suppose que la relation (1.3) est biunivoque a chaque instant
car on admet que toutes les particules qui existaient en ¢y continuent d’exister par la suite et se
trouvent donc quelque part a tout instant . On admet donc que cette relation est inversible et que
I’on peut déterminer la particule matérielle X qui se trouve a I'instant ¢ en un point « quelconque.
On suppose donc I’existence de la fonction X suivante :

X:X_l (mvt)EX($’t)7 (1.9)

ou I’exposant “—1” représente la fonction inverse. Dans ce cas, si I’on fixe & (on regarde un point
donné de I’espace et non plus une particule matérielle donnée du milieu), la particule matérielle X
associé a cette position x sera généralement différente a chaque instant.

L’inversibilité¢ de la relation (1.3) nécessite que la matrice jacobienne J = (J;;) (Charles
Gustave Jacob Jacobi, 1804—1851) soit non singuliere et que son déterminant, le jacobien J, soit
partout et toujours non nul et borné (théoremes d’inversion).

9%
oX;’
Jacobien: J=det(J), 0<J<eo.

Matrice jacobienne :  J;; = (1.10)

Comme le jacobien ne s’annule pas, il garde un signe constant. Comme a I’instant initial x = X, la
matrice jacobienne est égale a la matrice identité, 7 = Z, et son jacobien vaut 1. Le jacobien est
donc positif en tout point et a tout instant.
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Afin d’illustrer I’équivalence entre les deux descriptions, suppo-
sons qu’un probléeme soit résolu dans une description lagrangienne.
Les trajectoires des particules matérielles, c’est-a-dire les fonctions @
(voir Eq. (1.3)), sont donc connues. On peut alors calculer les vitesses
lagrangienne a I’aide de 1’équation (1.4). La vitesse eulérienne, qui est
I’inconnue dans cette description, s’obtient simplement a I’aide des
équations (1.4) et (1.9) :

v(x,t) =V (X (x,1),1), (1.11)

La vitesse eulérienne en un point et un instant donné correspond a la
vitesse de la particule matérielle se trouvant en ce point a cet instant. FIGURE 1.5
Inversement, si un probléme est résolu dans une description eulérienne,
les trajectoires des particules, qui sont les inconnues dans la description lagrangienne, sont obtenues
par ’intégration des 3 équations différentielles (1.6).

Illustrons cette équivalence a I’aide de deux exemples simples. Commencons avec un exemple
a une dimension (1D).

m Exemple 1.1 — Chute libre 1D. Soit un robinet de diametre D duquel s’écoule de I’eau en
régime permanent avec un débit Q ([Q] = [m]*[s]~!). On suppose que I’eau s’écoule en chute libre.
Pour décrire cet écoulement, on consideére un repere cartésien dont 1’origine est placée a la sortie du
robinet, au centre de sa section, et dont I’axe x pointe vers le bas, voir Fig. 1.5. Dans cette situation,
chaque particule de fluide posseéde une accélération A = g1,.

Description lagrangienne. Cette description est complete quand les trajectoires des particules
sont déterminées. Dans cet exemple, elles s’obtiennent simplement comme suit. Connaissant
I’accélération, on obtient la vitesse d’une particule a I’aide de la relation (1.4) :

A=0V/dt = V(t)=gt+Vo, V,=V,=0,

ou Vj est la vitesse de la particule a I’instant initial # = 0. Si on considére une particule quittant le
robinet en t = 0, sa vitesse initial vaut alors : Vo = Q/S ot § = mD? /4 est la section du robinet. La
trajectoire de la particule s’obtient par une intégration supplémentaire :

gt?
V=9dz/dt = «x(t)= 5 +Vot+Xo, y=2z=0,

ol X est la position de la particule a I’instant initial # = 0. Si on considére une particule quittant le
robinet en t = 0, sa position initiale est Xy = 0.

Description eulérienne. Cette description est compléte quand le champ de vitesse est déterminé
en tout point. Celui-ci s’obtient en intégrant I’équation (1.5). Comme I’écoulement est permanent
(dv/dt = 0), cette équation se réduit a

, s _ Lo
Tox 2 dx’

Une intégration entre x( et x conduit a I’expression recherchée du champ de vitesse :

a=w-Vv = g= vy =v,=0.

1/2
ve(x) = [v%—i—Zg(x—xo)] / . v=v,=0.

ol vy est la vitesse en xj.

Equivalence : Lagrange — Euler. Connaissant les trajectoires dans une description lagrangienne,
on peut retrouver le champ de vitesse de la description eulérienne. Pour cela, il suffit d’éliminer
t entre les expressions de V,(t) et x(¢). De I’expression de V,(t), on trouve r = (V, —V;)/g. En
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remplagant dans I’expression de x(t), on trouve V?2(x) = VZ +2g(x — Xp) ot V; est la vitesse de
la particule se trouvant en Xp. Il s’agit bien de 1’expression du champ de vitesse obtenue dans la
description eulérienne.

Equivalence : Euler — Lagrange. Connaissant le champ de vitesse de la description eulérienne,
on peut retrouver les trajectoires des particules. Pour cela, on utilise I’équation (1.6) qu’on integre
entre 0 et ¢, qui correspondent aux positions xg et x, en séparant les variables :

2
% =w(x) = [v% +2g(x—xo)] 1/2 = x(r)= % + vot + xg.

Il s’agit bien de I’expression des trajectoires obtenues dans la description lagrangienne. Notons
que comme il s’agit d’un écoulement stationnaire, les trajectoires et les lignes de courant sont
confondues. "

Nous illustrons encore les concepts introduits jusqu’ici a I’aide d’un second exemple.

= Exemple 1.2 — Ecoulement 2D.
Description lagrangienne — eulérienne. Soit un écoulement compleétement défini en variables de
Lagrange par la donnée des trajectoires :

x(t) = aZot+Xo, y(t)=a¥ot+Yy, et z(t) =2,

ou x = (Xp,Yy,Zp) = X en t = 0. Il s’agit donc de 1’équivalent de 1’équation (1.3). C’est un
écoulement 2D qui a lieu dans le plan z = Zy mais les trajectoires différent suivant la valeur de
Zp qui apparait dans I’expression de x(¢). En éliminant ¢, la trajectoire d’une particule dans le
plan z = Z peut s’écrire comme y = Yo (x — Xo)/Zy + Yp. Les trajectoires sont donc des droites.
On peut facilement inverser ces relations pour obtenir I’équivalent de la relation (1.9) : Xp =
x—ozt,Yo=y/(1+ o) et Zy = z. La vitesse lagrangienne s’obtient a I’aide de 1’équation (1.4) :
V = (aZy,aYy,0). Les composantes de la vitesse d’une particule donnée sont donc constantes et
dépendent de la position initiale de la particule. La description eulérienne s’obtient par la donnée
du champ de vitesse en tout point et tout instant. En utilisant 1’expression de Xp, Yy et Zgp en termes
de x, y et z, on trouve v = (az,oy/(1+ at),0). Cette derniere étape revient a utiliser I’équation
(1.11). Il s’agit donc d’un écoulement non-stationnaire puisque le champ de vitesse eulérien dépend
explicitement du temps.
Description eulérienne — lagrangienne. Supposons maintenant que le méme écoulement soit
completement défini en variables d’Euler par la donnée du champ de vitesse en tout point et
tout instant : v = (otz, oty/(1 + at),0). Les trajectoires s’obtiennent en intégrant les 3 équations
différentielles (1.6) entre O et ¢ :

dx dy ay dz 0

— = < = —_— =
dr Yy 1+ot’ dt

x(t) = oct+a, y(t) = obt+b, Z(l‘) —c.

ol a, b et ¢ sont des constantes d’intégration correspondant a la valeurde x ent =0 (a =Xo, b =)o
et ¢ = Zp). On retrouve donc bien les trajectoires de la description lagrangienne.
Lignes de courant. Comme I’écoulement n’est pas stationnaire, contrairement a I’exemple précédent,
les lignes de courant ne coincident pas avec les trajectoires et peuvent étre calculées a 1’aide de
I’équation (1.7) :

dx dy dz dy y X -

_— = — = _— dZ:O = :Ye(1+aT)ZO Z:Z

ve vy 0 dx (1+aT)z’ y= ’ o
ol Y est la valeur de y quand x = X,. De maniére équivalente, on peut calculer les lignes de courant
al’aide de I’équation (1.8) en intégrant entre O et s :

dx dy oy dz

— =0 = —=0 = = aZys+X = Yyetrar =7p.
ds <y ds 1+aT7 ds )C(S) 0+ Xo, y(S) oel+el, Z(S) 0
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Notons qu’aucun membre de droite ne dépend de la variable d’intégration contrairement au
calcul des trajectoires ci-dessus; ce qui conduite a des solutions différentes. Apres élimination
du parametre s, on obtient la méme expression pour les lignes de courant. On constate bien que
les lignes de courant sont différentes des trajectoires (linéaires) puisque 1’écoulement n’est pas
stationnaire. En variant X et ¥, tout en gardant Z et T constants, on dessine les lignes de courant
dans le plan z = Z; a cet instant, voir Fig. 1.6. Ces lignes de courant changent lorsque 7 varie. m

NS FE CRE T T T U N N
Id Ay
S SJIZZE AR R

.
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

FIGURE 1.6 — Lignes de courant de I’exemple 1.2 pour & = Zy = 1 et deux valeurs de T : T =1 (a) et
T =5 (b). Les deux lignes rouges sont obtenues pour un couple donné (Xy,¥p).

Dérivée matérielle

La maniere dont I’accélération a été calculée dans une description eulérienne s’étend immédia-
tement a toute grandeur physique f(x,#) et nous amene a définir la dérivée matérielle (ou dérivée
particulaire). D’une part, on peut considérer la variation de f dans le temps en un point x fixé.
Dans ce cas, on calcule simplement d f(,)/dt. D autre part, on peut calculer la variation de cette
grandeur & X fixé, c’est-a-dire en suivant une particule matérielle. Dans ce cas, on est amené a
calculer la variation de f(z(¢),t). En utilisant la dérivée des fonctions composées, on obtient

df _ df(=(t),1) +iv.3f(w(f)7f) :ﬂ+
! ot

dt ot

o (v-V)f.

i=1
En mécanique de fluide, la notation D /Dt est souvent utilisée pour désigner la dérivée totale, telle
qu’introduite ci-dessus, afin de bien préciser qu’il s’agit d’une dérivée temporelle obtenue en
suivant une particule matérielle. Nous arrivons ainsi a la définition suivante :

Définition 1.2.7 — Dérivée matérielle. La dérivée matérielle (ou particulaire) d’une quantité
physique f est définie par la relation suivante

Df _df
Dt —E‘F(U'V)f.

(1.12)

Le premier terme de cette dérivée représente la variation de f a x fixé. Si I’on note v = |v|1,,
ou 1, = v/|v| est un vecteur unitaire pointant dans la direction de la vitesse, le second terme
n’est autre que la dérivée directionnelle, v -V = |v|(1, - V) = |v|V,, le long du vecteur vitesse,
c’est-a-dire dans le sens de I’écoulement. Autrement dit, ¢’est un terme dii au déplacement du fluide.
Il s’agit d’un terme d’advection parfois appelé aussi terme de convection. La dérivée matérielle
est donc aussi parfois appelée dérivée convective. La dérivée matérielle s’applique aussi bien a un
champ scalaire (masse volumique, etc.) qu’a un champ vectoriel (vitesse, etc.). Dans ce dernier cas,
la dérivée s’ applique a chaque composante. La dérivée matérielle vérifie les propriétés habituelles
des dérivées (regle de dérivation des produits de Leibniz, etc.) mais ne commute pas avec les
opérations de dérivations spatiales.
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Pour résumer, si F(X,7) représente une grandeur physique décrite en variable lagrangienne, sa
variation temporelle est donnée par dF (X ,t)/dt. La variation temporelle & X fixé de cette méme
grandeur, notée f en variable eulérienne (f(x(z),t) = F(X (x,t),t)), sera donnée par la dérivée
matérielle :

IF(X,t) Jdf(z,1)
at ot

+(v-V)f(w,t)EDfl()f’t)- (1.13)

En particulier, si on a F' = V(X ,¢) alors sa variation temporelle en formulation lagrangienne
est donnée par dV (X ,t)/dt = A(X ,t) (voir Eq. (1.4)). Cette grandeur physique est donnée par
I’expression suivante en formulation eulérienne : f = F (X (x,t),t) =V (X (x,1),t) = v(x,1) (voir
Eq. (1.11)). Sa variation temporelle est alors donnée par D f /Dt = dv/dt + (v- V)v = a(x,t). On
retrouve évidemment 1’expression (1.5) de I’accélération et bien entendu a(x,1) = A(X (x,1),1).

Déformation et vitesse de déformation

Déformation des solides
Champ de déplacement et tenseur des déformations

Sous I’action de forces appliquées, un corps solide peut, non seulement, changer de position
sous forme d’une translation et/ou d’une rotation, mais peut aussi se déformer, c-a-d changer
de forme et/ou de volume. Le solide oppose évidemment une résistance a ces déformations.
Intuitivement, on comprend que la réponse du solide a des forces appliquées sera déterminée par
les déformations elles-mé&mes. Les forces internes apparaissant dans un solide soumis a des forces
appliquées dépendent de la déformation engendrée par ces forces, un peu comme la force de rappel
d’un ressort qui dépend de I’allongement imposé par des forces appliquées a ses extrémités, voir
Eq. (1.1). L’étude des déformations des milieux continus consiste a caractériser au niveau local
les “allongements” engendrés au sein du milieu par des forces appliquées en leur surface. Pour
décrire compleétement la déformation d’un milieu continu résultant de force appliquées, les notions
de variation relative de longueur et de force par unité de surface introduite dans la relation (1.1)
doivent donc &tre généralisées. C’est 1’objet des Sections 1.3 et 1.4. Il est de plus nécessaire de
connaitre la relation constitutive reliant la force au déplacement. C’est I’objet du Chapitre 2.

Une force appliquée a un solide déplace les particules matérielles X qui le compose. Elles
occuperont alors une position  donnée par la relation (1.3). On peut donc définir un champ de
déplacement [displacement field].

Définition 1.3.1 — Champ de déplacement. Un champ de déplacement, u, est un champ
vectoriel donnant la différence de position des particules matérielles entre une configuration de
référence X et une configuration déformée x :

wX, ) =x(X,1)— X. (1.14)

Notons que suivant qu’on envisage une description lagrangienne ou eulérienne, ce vecteur déplace-
ment peut étre considéré comme une fonction de X ou de . Il est écrit ici pour une description
lagrangienne communément utilisée pour un solide. Néanmoins, pour les tres petites déformations
d’un solide (élasticité linéaire), les deux descriptions sont indistinguables en premiere approxima-
tion.

Si le vecteur u est donné comme une fonction de X, la déformation du corps est entierement
déterminée. Cependant, comme on s’intéresse aux déformations d’un milieu continu, ce vecteur
contient trop d’information. En effet, si on déplace un corps sans le déformer, le vecteur w sera non
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nul car le champ de déplacement contient également les translations et rotations du milieu continu.
On souhaiterait donc construire une quantité qui encode uniquement les informations concernant les
déformations du corps engendrées par des forces appliquées. Pour ce faire, on examine 1’évolution
au cours du temps de la distance entre deux particules matérielles voisines.

Soient deux particules voisines X et X + d X distantes de dL = |d X | = [dX7? + dX7 + dX7]'/2.
Apres déformation, la premiere particule est déplacée en x = X + u(X 1), par définition du champ
de déplacement (1.14). De maniere similaire, la seconde particule est déplacée en

r+dr=X+dX+u(X+dX,1)=X+dX +u(X,t)+(dX -V)u(X,r)+...

ol on a développé le champ de déplacement au premier ordre en la quantité infinitésimale d X . En
utilisant I’expression de x en terme du champ de déplacement, il vient

de=dX +(dX -V)u(X,r), avec d¢=|dz|,

ou d/ est la distance entre les deux particules aprés déformation. On a donc obtenu I’expression de la
distance entre les deux particules apres déformation en fonction de la distance avant déformation et
du champ de déplacement. La déformation étant liée a la variation des distances entre les particules,
on calcule encore

= [dX +(dX - V)u(X,0)]? = [dX]*+2dX - [(dX - V) u(X,0)]+[(dX - V) u(X,1)].

Sachant que dL = |dX| et en écrivant explicitement cette relation en termes des composantes
des vecteurs, on obtient I’expression du changement de distance entre les deux particules di a la
déformation

du; 3 Juy, duy,
d? =dr*+2 Y dx;dx dXi=— dXj=o
- ,ZI ’8X+ ;1 oX; 70X,
J l7.]7
Le second terme de cette relation peut encore s’écrire de maniére symétrique Y, ; dX;dX;(du;/dX; +
duj/dX;). En regroupant alors les deux derniers termes de 1’équation ci-dessus, on obtient finale-

ment

3
42— dr* = Z <a“’ a”J Z 3;‘; g;‘(k) d;dx;=2 Y &;dXdx;,  (1.15)
i,j= l i,j=1
ol on a introduit :
Définition 1.3.2 — Tenseur des déformations. Le tenseur des déformations [strain tensor], £,
est un tenseur symétrique d’ordre deux utilisé pour décrire I’allongement relatif d’un élément
solide et définit en fonction du champ de déplacement u de la maniere suivante :

1 (du;  duj duy duy
5”_2<8Xj+ax T ox, ax) (1.16)

R A partir de maintenant, nous suivrons la convention habituelle de sommation sur les indices répétés.
Notons également que, dans ces notes et afin d’alléger les notations, on n’utilise pas de notation
particuliere pour distinguer un tenseur d’un vecteur comme cela se fait parfois. Le contexte ou leur
écriture en termes de composantes permet d’éviter toute ambiguité.
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La raison pour laquelle un facteur 1/2 est introduit dans la définition de £ deviendra claire quand
nous examinerons la limite des petites déformations ci-dessous. Notons qu’en remplagant w par sa
définition (1.14), on peut aussi écrire le tenseur de déformation sous la forme suivante

1 <8xk 8xk

1
=3\ ox,x,

—5ij> = &= (jTj—I)a (1.17)

N |

ol §;; est le symbole de Kronecker (Annexe A.1), J est la matrice jacobienne et Z la matrice
identité.

On constate immédiatement de sa définition que le tenseur des déformations est symétrique
(&ij = Eji) et possede donc uniquement 6 composantes indépendantes (et sans dimension). On voit
aussi que si le corps est simplement translaté, c-a-d si u est constant, le tenseur des déformations est
nul. Plus généralement, ce tenseur est nul pour une transformation rigide (translation + rotation) telle
quex =c+ QX (=u=c+(Q—7)X) ol cest un vecteur constant, Q une matrice orthogonale
(QQT =17T) et T la matrice identité. En effet, dans ce cas, on a simplement 7 = Q et la relation
(1.17) montre que £ est nul.

Comme tout tenseur symétrique, £ peut étre diagonalisé en tout point du corps. Cela signifie
qu’en tout point, on peut choisir des axes de coordonnées (axes principaux du tenseur 2 a 2
orthogonaux) tels que seules les composantes diagonales (£11, £22, £33) du tenseur &;; soient non
nulles. On les appelle valeurs principales du tenseur. Notons toutefois que si le tenseur est diagonal
en un point donné, il ne le sera généralement pas pour tout autre point.

Si le tenseur des déformations est diagonalisé en un certain point, la relation (1.15) nous dit que
les éléments de longueurs pres de lui deviennent

de? = (8;+2&;)dX;dX; = (14+2811) dXT + (1 +282) dX5 + (1 +2&33) dX5.

On voit que cette expression est la somme de trois termes indépendants. Cela signifie que les
déformations d’un volume élémentaire peuvent étre considérées comme composées de déformations
indépendantes dans trois directions mutuellement perpendiculaires (le long des axes principaux
de £). Chacune de ces déformations est un simple étirement (ou compression) dans la direction
correspondante. Par exemple, la longueur dX; le long du premier axe principal devient dx; = (1+
28, 1)1/ 2dX;. La variation relative de longueur le long du ™ axe principal est (dx; — dX;)/dX; =
(1 +2€ii)1/2 — 1 (sans sommation sur ). Dans ces conditions, le volume dV; = dX; dX,;dX3; d’un
parallélépipede rectangle avant déformation devient alors aprés déformation

AV = dx;diy das = dVo [(142E11) (142E0) (1 +2E33)] 2. (1.18)

Cette relation peut encore s’écrire comme suit

AV = dVp [det(Z +28)]"/% = dvyJ, (1.19)

ol on a utilisé la forme alternative (1.17) du tenseur des déformations et ou J = det(J) est le
Jacobien (ou facteur de dilatation volumique qu’on retrouve également lors d’un changement de
variables dans une intégrale de volume). Comme le déterminant est conservé lors d’un changement
de base, le résultat ci-dessus est valable non seulement dans les axes propres de £ mais aussi dans
tout systeme d’axes.

Petites déformations

Dans presque tous les cas pratiques, les déformations sont petites. Cela signifie que la variation
des distances dans un corps solide est petite comparée aux distances elles-mémes. En d’autres mots,
les extensions relatives sont petites comparées a 1. Si un corps est sujet a une petite déformation,
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toutes les composantes du tenseur des déformations sont petites, puisque qu’elles donnent les
changements relatifs de longueur dans le corps. Le champ de déplacement, cependant, peut parfois
étre grand, méme pour des petites déformations. Par exemple, une tige courbée, de petit diametre
par rapport a sa longueur, présentera un champ de déplacement important alors que les variations
de longueur dans la tige resteront faibles. On verra au Chapitre 4, comment décrire une telle tige.
La méme remarque s’applique pour une plaque mince.

Excepté ces cas particuliers, le champ de déplacement pour une petite déformation est lui-méme
petit. Cela est évident pour un corps tridimensionnel (n’ayant pas de dimension petite dans aucune
direction) qui ne peut pas €tre déformé de maniere a ce que des parties du corps parcourent de
grandes distances sans entrainer des extensions ou compressions considérables dans le corps. Dans
ce cas, u et ses dérivées sont petites pour des petites déformations et on peut négliger les termes
quadratiques dans I’équation (1.16). De plus, on peut assimiler X a & dans I’argument de u. En
effet, si on suppose que u est petit (infinitésimal) alors I’équation (1.14) nous dit que  ~ X. On
obtient alors :

Définition 1.3.3 — Tenseur des déformations infinitésimales. Le tenseur des déformations
infinitésimales, €, est un tenseur symétrique d’ordre deux obtenu en négligeant les termes
quadratiques en le champ de déplacement u du tenseur des déformations & :

. 1 8ul~ 8u‘,<
=3 (5 o) -

La plupart du temps, s’agissant des solides, nous resterons dans le domaine de 1’élasticité linéaire.
Notons que la relation (1.18) se simplifie dans ce cas puisqu’en développant au premier ordre
(|&€;j] < 1)), il vient

v —dvy

dv = dVp[1 + Tr(e)], -
0

Vou, (1.21)

ou Tr(€) = &; = V-w est la trace du tenseur des déformations infinitésimales qui est également
une quantité conservée lors d’un changement de base (Annexe A.3.5). On voit donc que la variation
relative de volume est donnée par V- u. Une déformation de cisaillement [shear] pure, pour laquelle
les éléments diagonaux de € sont nuls, conserve donc le volume (voir Section 2.3.2 et Fig. 1.9).

Interprétation géomeétrique du tenseurs des déformations
En utilisant I’expression (1.15), il vient

=2N-&-N,

d? —dL*  /dl—dL\ (de+dL\ . dX; dX;
a2\ dL . ) “YdL dL
ol IN est un vecteur unité pointant dans la direction de dX (dL =|dX|). En se limitant aux petites
déformations (d¢ ~ dL), cette relation devient
d¢—dL dX; dX;
- =& ———L=N-¢-N.
( dL > Y dL dL
Le membre de gauche n’est rien d’autre que la variation relative de longueur due a la déformation
dans la direction IV (la direction du vecteur joignant les deux particules avant déformation). Par
exemple, si cette direction est le long de I’axe de coordonnées e, on a simplement (d¢ — dL)/dL =
€11 qui correspond a la variation relative de longueur le long de cet axe. On comprend donc pourquoi
un facteur 1/2 a été introduit dans les définitions de £ et €. En conséquence, les éléments diagonaux
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du tenseur des déformations infinitésimales correspondent aux extensions relatives le long des axes
choisis pour décrire la configuration de référence. Les éléments non-diagonaux correspondent aux
déformations de cisaillement. A ce sujet, la construction géométrique du tenseur des déformations
infinitésimales effectuée ci-dessous est tres éclairantes.

Considérons une déformation bidimension-
nelle qui transforme une surface rectangulaire
infinitésimale de cotés dx et dy en un losange. I
Les sommets du rectangle sont notés A, B, w(ny+dy)
C et D alors que ceux du losange sont no-
tés a, b, c et d. Le champ de déplacement C de D
associé, wu, est indiqué sur la Fig. 1.7 pour
chaque sommet (sauf pour D pour des raisons dy T u,(z + dz, )
de clarté). Un sommet du rectangle de coor- uy(2,9)
données (,7) se trouve donc apres déforma- Y | | j
tion en (X + uy(%,¥),5+uy(X,¥)). Par exemple,
le sommet D de coordonnées (x + dx,y+ dy) L
se trouve apres déformation en d = (x+ dx+
ue(x+ dx,y+dy),y+ dy +uy(x+ dx,y+ dy))
alors que le point B de coordonnées (x+ dx,y)
se trouve apres déformation en b = (x+ dx+u,(x+ dx,y),y+u,(x+ dx,y)). Notons qu’on ne fait
plus ici la distinction entre les variables de Lagrange et d’Euler puisque nous considérons de petites
déformations.

Calculons le changement de longueur entre les points A et B. Avant déformation, on a évidem-
ment |[AB| = dx (dX séparant les deux particules a pour composantes (dx,0)). Aprés déformation,
on a

< ug (2, y + dy)

Uy (T, y) ———»
T — uy (2 + do,y) ———»

FIGURE 1.7 — Déformation géométrique bidimension-
nelle d’un élément matériel infinitésimal.

|ab|* = [bx — a.)* + [by — ay),
= [(r+ dxt ur(x + dx,y)) — (x+ e (x,9)) + [0+ ey (x + dx,y)) — (v + 1y (x,))]7,

du, 17 [ou du,  [du]® [duy)?
dx dx Ydx| =d | 1+25+ | -
[*a}[a} <+8+8x+8x’
ol a; et b; sont les coordonnées i des sommets a et b et ou on a effectué un développement au

premier ordre en la quantité infinitésimale dx pour le champ de déplacement. En supposant de
petites déformations (|Vu| < 1), on trouve simplement

Uy ) lab| — \AB] lab| —dx  du,
—dx+0O = = =€
oy o) 4B & ox o

|ab| =

ot O(u?) indique que des termes quadratiques en u; on été négligé. De maniére similaire, on trouve
que
lac| —|AC|  |ac|—dy duy

dy+Ou? — 2% _
y+0W) = |AC] dy dy =

lac| = dy+ Ity
dy
Les éléments diagonaux de € correspondent donc aux variations relatives de longueurs le long des
axes.
Calculons maintenant le changement d’angle entre deux directions initialement orthogonales.
Pour cela, calculons les angles « et 3. On a pour des petites déformations

cr—a u
tano = T

du
by — wdx
A u)+0( ), tanf =

O®u?).
b, —a, dx+ % ‘9% dx  Ox cy—ay, dy +0W)



1.3.2

26 Chapitre 1. Déformations et contraintes

Comme pour des petites déformations tan o ~ o et tan § ~ f3, on trouve donc que

duy , Iy

a+p= dx dy

=2€1p =26;.

Les éléments non-diagonaux de € donnent donc la moitié de la réduction de I’angle droit formé
par les vecteurs de base dans la configuration de référence (puisque Y= /2 — (ot + f3)). C’est ce
qu’on appelle un cisaillement.

Déformation des fluides

Comme un fluide ne posseéde pas de forme propre puisqu’il adopte en général la forme du
récipient qui le contient, la notion de déformation n’est pas adéquate. En effet, on ne peut pas
définir une configuration de référence a partir de laquelle des déformations pourraient étre définies
et mesurées. Contrairement a un solide, les particules de fluide peuvent étre mise en mouvement
les unes par rapport aux autres par des forces infimes. La résistance opposée par le fluide a ces
mouvements provient des frottements entre les particules de fluide qui, quant a eux, résultent
du glissement relatif des particules matérielles voisines se déplacant généralement a des vitesses
différentes. Ce sont donc les gradients de vitesse, ou taux de déformation, qui importe pour un
fluide.

Pour définir le tenseur des déformations, nous avions considéré la variation de la distance entre
deux particules voisines due a une déformation. De manicre similaire, pour définir le tenseur taux
de déformation nous considérons maintenant les variations spatiales du champ de vitesse eulérienne
de deux particules voisines a un instant donné. Considérons, a un instant ¢, un point  ou la vitesse
est v(x,t). La vitesse en un point voisin & + dx sera donc

8v,~

o(@+dz.1) = v(@,0) + (do- V)ole,) +O(de?) = dy= 2"
J

dx;, (1.22)
ou dv; sont les composantes de 1’accroissement de vitesse dv = (dx - V)v(x,t). Remarquons
que le fait de ne s’intéresser qu’a la variation de vitesse entre deux points voisins revient a
s’affranchir du mouvement de translation d’ensemble du systéme qui ne fait pas apparaitre de
déformation.
Définition 1.3.4 — Tenseurs gradients de vitesse, taux de déformation, taux de rotation. Le
tenseur des gradients de vitesse d’un fluide est un tenseur d’ordre deux, G, dont les composantes
sont données en termes du champ de vitesse par la relation : G;; = dv;/dx;. Sa partie symétrique,
L, est le tenseur taux de déformation (ou des vitesses de déformation [strain rate]) alors que sa
partie antisymétrique, @, est le tenseur taux de rotation (ou de vorticité) :

ov; 1/dv; dv; 1 /dv; dv;
Gi': L FREEY, > = — ! 7J’ W= — L2 . 1.23
= —uEy o v, 2<axj+axi) J 2(axj ).

L unité des éléments de ces tenseurs est : [G] = [v] = [@] = [s] ! (d’oli 'adjectif “taux” qui leur est
associé). Le tenseur v posseéde 6 composantes indépendantes alors que le tenseur @ en possede 3.
On peut donc associer un (pseudo)vecteur w (ou vecteur axial) a ce dernier défini par :

1 8vk
w;j = *Egijkwk = 0= —&j;0j = 8,‘,7(% = w=V xwv, (1.24)
J

ol nous avons utilisé la relation €;jx&;jo = 28 et ol & jx est le symbole de Levi-Civita (Annexe A.1
et A.3.5) et w est la vorticité de I’écoulement. Le champ de vitesse au point « + da introduit par la
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relation (1.22) peut donc se réécrire comme
1
v(x+de,t)=v(x,t)+G-de=v(x,t)+v-de+® - de=v(x,t)+ V- da:+§w x dx, (1.25)

puisque @ - dx = @;;dx; = —€xwdx;/2 = —(dx x w)/2. Cette formule généralise a un mi-
lieu continu déformable la formule donnant le champ de vitesse d’un solide indéformable. Le
mouvement dans le voisinage du point  se compose de trois contributions : (i) une translation
d’ensemble a vitesse v(x, 1) ; (if) une rotation d’ensemble avec une vitesse angulaire w /2 (voir
aussi Exercice 1.1); (@ii) les déformations locales du milieu faisant apparaitre le tenseur taux de
déformation v.

Pour justifier I’appellation “taux de déformation” associée au tenseur v, on procéde comme
pour le calcul du tenseur des déformations pour un solide en considérant deux particules voisines,
X et X +dX,alinstant# =0 (dL = |dX ). On calcule alors la variation temporelle de la distance
d?¢ = |dx| qui les sépare a I'instant ¢ :

2dr? ddx

7:2d$7, avec d$:$(X+dX,t)—£U(X,t):(dXV)iE(X,t)

La variation temporelle de dx s’obtient en considérant les égalités successives suivantes :

ddx 9 (8m(X,t) dX‘) OV(X.1) |\ 9% V(X (1)) IXi

Jt ot 8X,~ 8X,~ o 8Xi (9xj 8xk
_,0v(x,t) dv(x,t) dv(x,t)
=JJ' =" dx, = §; " dxy = "2 dx;,
ik an k ik an k an J
ol on a utilisé les équations (1.10) et (1.11). On obtient donc
dde v;
at:2dx,~a:jdxj:2G,~jdx,~dxj:21),~jdxidxj, (1.26)

ol on a utilisé I’équation (1.23). La derniere égalité provient du fait que @;; dx;dx; = 0 a cause du
caractere antisymétrique de ce tenseur. En comparant cette relation (1.26) avec la relation (1.15)
adaptée aux petites déformation (X ~ x, £ >~ €), on montre immédiatement que le tenseur taux de
déformation est la dérivée temporelle du tenseur des déformations infinitésimales :

v(x,t) = . (1.27)

Cette égalité, qui s’obtient immédiatement de leur définition, n’est valable que dans I’hypothése de
déplacements infinitésimaux. Néanmoins, le tenseur v reste valable mé&me si les déplacements ne
sont pas infinitésimaux et il continue de représenter les taux de déformation. En dérivant I’équation
(1.21) par rapport au temps, il vient donc

aadtv = dVy Tr(v) = (V-v) dV%. (1.28)

Le taux d’expansion du volume vaut donc V-v. Pour un fluide incompressible (dV /V = 0), le
champ de vitesse est de divergence nulle, et nous retrouvons le fait que le volume d’un élément
matériel de fluide reste alors constant.

La relation (1.27) montre que I’interprétation géométrique du tenseur taux de déformation est
similaire a celle du tenseur des déformations infinitésimales et ne sera donc pas reproduite ici. Cette
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discussion est menée en détail dans la référence [44, p. 91-100]. Nous notons simplement que
les éléments diagonaux du tenseur v correspondent aux taux d’extension relative d’un élément de
fluide le long des axes du systeme alors que ses éléments non-diagonaux représentent les taux de
déformation angulaire locale (cisaillement). Le tenseur @ représente la vitesse angulaire de rotation
locale sans déformation de I’élément de fluide (voir Exercices 1.1 et 1.2).

Les Exercices suivants permettent d’illustrer les différents concepts introduits jusqu’ici.

Exercice 1.1 A I’aide des schémas ci-dessous, interpréter le sens de la vorticité w = V x v et
de la divergence V- v sur un élément fluide de dimensions infinitésimales. Pour ce faire, calculer
d6,/dt+ d6,/dr et S(r+ dr) — S(¢) pour un dr infinitésimal en sachant que 1’élément de fluide
se trouve dans un écoulement caractérisé par un champ de vitesse v(x,?).

t t+dt
y 4 y A +
Yo + dy y+ oy
dy
Yo dx y
0 o + dx 7 T T+ ox T
t t+ dt
Z/ A y A
Yo + dy y+oy
dy S(t) S(t +dt)
Yo dx y
Zo To + dx x x x+ oz ;

Exercice 1.2 Soit I’écoulement bidimensionnel caractérisé par le champ de vitesse stationnaire
v(x,y) tel que vy = ax+ 2by et vy = —ay.
— Montrer que I’écoulement est incompressible et calculer les lignes de courant.
— Calculer les tenseurs des gradients de vitesse, taux de déformation et taux de rotation.
— Etudier les déformations et rotations d’un élément de fluide lorsque (i) a # 0 et b = 0; (ii)
a=0eth#0.

Dans cette Section, nous avons donc généralisé aux milieux continus les notions de variation et
de taux de variation de longueur introduites dans la relation (1.1) et (1.2). Nous devons maintenant
généraliser la notion de force. C’est 1’objet de la Section suivante.

1.4 Contrainte

Les forces agissant sur les particules matérielles d’un milieu continu sont de deux types : les
forces volumiques [body force] et les forces de surface.

Les forces volumiques, telles que les forces gravitationnelles ou électromagnétiques, agissent a
distance et sont donc extérieures au milieu continu. Elles sont généralement caractérisées par une
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densité par unité de masse (on les appelle donc aussi parfois forces massiques). Leur effet global
sur un milieu continu est la somme de leurs effets sur chaque particules matérielles : F' = [;, fpdV,
ou f est la densité massique de la force F' et p dV est la masse d’un volume élémentaire. Ainsi, par
exemple, pour la pesanteur f = g ou g est 1’accélération gravitationnelle. Comme elles s’écrivent
sous forme d’une intégrale de volume, leur inclusion dans les équations de la dynamique est
immédiat comme nous le verrons au Chapitre 2.

Les forces de surface sont des forces de contact entre des particules matérielles contigués d’un
milieu continu. Cette notion est essentielle dans 1’étude des milieux continus. En effet, hormis les
forces volumiques, une force ne peut étre transmise a un milieu continu qu’en étant appliquée a sa
surface. De plus, au sein d’un milieu continu, ces forces décrivent I’interaction résultant du contact
entre deux particules matérielles voisines. Elles proviennent des interactions microscopiques entre
les molécules constitutives du milieu continu. Les forces intermoléculaires étant de trés courte
portée, elles n’agissent que sur une tres petite distance de la surface séparant deux particules. Vu
I’échelle a laquelle un milieu continu est décrit, on considere que ces forces sont localisées sur cette
surface elle-méme. De plus, il est naturel de supposer que ces forces augmentent linéairement avec
la surface au travers de laquelle elles s’exercent. Suivant Cauchy, on supposera donc I’existence
d’une densité surfacique de forces, o, dont I’intégrale sur la surface donne la force de contact
totale s’exercant sur cette surface. Cette derniere dépend en général, en description eulérienne, de
la position x et du temps ¢ mais aussi de I’orientation de la surface au point et a I’instant considérés.
Plus précisément :

Définition 1.4.1 — Contrainte. Une contrainte, o, est une force de contact par unité de surface
agissant en un point  d’un milieu continu au temps ¢ et définie comme la limite

AF (x,t
o(x,t,n)= lim AF(@,1)

AS,—0 AS, (1.29)

ou AF est la force qui s’exerce sur une portion de surface AS, contenant le point « et de normale
extérieure unitaire 7.

Cette contrainte o représente la force par unité de surface exercée par la matie¢re qui se trouve du
coté vers lequel n pointe sur la matiere située du coté dont n provient. La troisieme loi de Newton
implique donc que

o(x,t,—n)=—o(x,t,n). (1.30)

Si on considere que subir une contrainte n’est pas un sort enviable, on peut retenir le sens d’orienta-
tion de la normale grace a I’image suivante : I’agressé montre du doigt son agresseur. On suppose
donc que la contrainte ne dépend de la surface sur laquelle elle agit qu’au travers son orientation
donnée par la normale n. Elle ne dépend donc pas, par exemple, de sa courbure locale.

Par exemple, dans un fluide au repos (ou parfait), une particule matérielle ressent une force
part unité de surface qui est normale aux éléments de surface de la particule et dont la norme est
indépendante de I’ orientation de ceux-ci. Cette contrainte étant isotrope, il suffit d’un seul nombre
pour caractériser sa valeur en chaque point; c’est la pression hydrostatique p :

o(x)=—p(x)n, (1.31)

ou o est la contrainte et n le vecteur unitaire normale a la surface pointant vers I’extérieur du
volume délimité par les éléments de surface.

Cependant, dans un fluide visqueux ou un solide, la contrainte o n’est généralement pas alignée
avec n et la relation (1.31) doit étre généralisée. Nous verrons qu’il sera nécessaire de se donner 6
nombres pour caractériser la valeur de la contrainte en chaque point. En effet, si on considére un
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élément de surface d’aire dS et de normale extérieur n, une contrainte o possédera en général une
composante normale le long de n, o, et une composante tangentielle dans un plan perpendiculaire
an, o; (pour un fluide au repos ou parfait, on a donc o = o, et o; = 0). Notons que, lorsque le
vecteur o, pointe dans le méme sens que n, il s’agit d’une contrainte de tension (ou traction) et,
quand il pointe dans le sens opposé, il s’agit d’une contrainte de compression. C’est pourquoi il y a
un signe négatif dans I’expression (1.31) puisque la pression hydrostatique est une contrainte de
compression.

A ce stade, vu la relation (1.29), on pourrait penser qu’il est nécessaire de connaitre le vecteur
o pour tous les vecteurs n possibles afin de caractériser completement 1’état de contrainte d’un
milieu continu. Nous allons montrer qu’il suffit en fait de connaitre le vecteur o associé a 3 plans
perpendiculaires pour décrire completement I’état de contrainte.

Le raisonnement qui suit est dii a Augustin Louis Cauchy (1789—-1857) en 1822 et permit, apres
plus d’un siecle de titonnements, de jeter les bases d’une théorie générale des milieux continus.

b c
XT3 ]xii
733
I
3L 7 t 732~
T23 \ - dx
T13 T —T23 | gl 7 I 3
722 4,,,%__,},*, —
L~ x
T11 Tro 7'21/_> l//, } 23 2
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~ T =13 | dx
- 32 1
/ dx
Z1 I 2

FIGURE 1.8 - a. Construction de Cauchy ; dS; est I’aire de la face normale a la direction e;. b. Cube infinité-
simal construit sur les axes de coordonnées et représentation des composantes du tenseur des contraintes. c.
Couples associés aux forces exercées sur les faces d’un parallélépipéde infinitésimal.

Pour ce faire, on considere une particule matérielle se trouvant en un point  a un instant ¢
et qui a la forme d’un tétraedre (Fig. 1.8(a)). Nous ferons tendre les dimensions de ce tétragdre
vers 0 ultérieurement. Effectuons le bilan des forces sur cette particule. Soit o (x,7,n) = o(n)
la contrainte exercée sur la face oblique de normale unitaire n et d’aire dS (on n’indiquera pas
explicitement ici les dépendances en x et ¢ puisque ces quantités sont fixées dans ce développement).
Par définition de la contrainte, la force agissant sur cette surface sera donc o (n)dS et, a cause
de I’existence d’une composante tangentielle, elle ne sera généralement pas alignée le long de n.
Soit o(—e;) la contrainte exercée sur face d’aire dS; et dont la normale unitaire est —e; ol e
est le vecteur unitaire pointant dans la direction x;. La force agissant sur cette surface est donc
o(—ejp)dS) ne sera généralement pas alignée le long de la normale —e;. En procédant de la méme
maniere pour les deux faces restantes, on obtient la force totale agissant sur le tétracdre comme la
somme de ces quatre forces :

2
AF = pdV% =o(n)dS+o(—e)dS;+ fpdV =dS(o(n)+o(—e)n;)+ fpdVv, (1.32)

ou p est la densité du milieu, dV le volume du tétra¢dre, n; les composantes de la normale n, f
une éventuelle force volumique et ot on a utilisé le résultat de I’Exercice 1.3.

Exercice 1.3 Montrer que la relation dS; = n;dS est satisfaite pour la configuration montrée
dans la Fig. 1.8(a) ou n = n;e;. »
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Faisons maintenant tendre la taille du tétracdre vers zéro en réduisant de maniere homothétique
chacune de ses dimensions, ce qui permet de conserver 1’orientation de nn. On a donc pour une
telle transformation dx; = f3 dx;, ce qui conduit a dV’' = B3dV et dS’ = $2dS. Si on suppose que
I’accélération reste finie lorsque B — 0, 1’équation (1.32) devient

im (042 pr) & 0= o(m)—olepn. = o) =ofe)m =
im(p—s5 — — =0=0(n)—o(ej)n; i(n) =o0i(ej)n; =1tin;
B0 p dl2 p ds’ VIR i i\€j)Itj Jittys,

ou on a utilisé I’équation (1.30). La contrainte se rapportant a une normale 12 quelconque s’exprime
donc comme une combinaison linéaire des contraintes se rapportant aux 3 plans de coordon-
nées.

Définition 1.4.2 — Tenseur des contraintes. Le tenseur des contraintes, T, est un tenseur

symétrique d’ordre 2 qui, appliqué a un vecteur unitaire normal a une surface, donne la contrainte
exercée sur cette surface :

o'(ac,t,n):n-f(a:,t) = O = Tjin;. (1.33)

Les composantes diagonales de T sont les contraintes normales, alors que les composantes
non-diagonales sont les contraintes tangentielles ou de cisaillement.

La relation (1.33) nous dit donc qu’en tout point x et a chaque instant ¢, la dépendance de la
contrainte o par rapport a n est linéaire. Il existe donc un champ tensoriel du second ordre T
qui, appliqué a n, donne o en tout point et tout instant. Ce résultat est parfois appelé théoreme
de Cauchy. Grace a ce résultat, nous pouvons déduire la contrainte sur tout élément de surface
a partir des 6 grandeurs (7;;) = © dont les unités sont [7;;] = [N][m]~2 = [Pa]. En considérant
un cube infinitésimal construit sur les axes de coordonnées (Fig. 1.8(b)), on voit également que
les composantes 7;; du tenseur des contraintes peuvent s’interpréter comme les composantes des
vecteurs o (e;) qui définissent les densités surfaciques de force sur les surfaces perpendiculaires
aux axes. On a en effet, par exemple, o0;(n = e;) = 7;61; = Ti;.

Il nous reste maintenant & montrer que le tenseur des contraintes est symétrique (voir aussi
Section 2.1.4). Pour ce faire, on analyse I’équilibre des moments des forces agissant sur une particule
matérielle se trouvant en un point  a un instant # et qui a la forme d’un parallélépipede rectangle
(Fig. 1.8(c)). Nous ferons tendre les dimensions de ce volume vers 0 ultérieurement. Nous nous
limiterons a la rotation autour d’un axe parallele a I’axe x| et passant par le centre du parallélépipede,
ainsi qu’aux composantes T3 et T3, des forces de surface qui sont les seules a contribuer au couple
M par rapport a cet axe. Les autres forces exercées sur les faces du parallélépipede sont paralleles
a I’axe de rotation, ou le rencontrent, et ne contribuent donc pas & M. On obtient

dx dx
M=) (rixF)=2 72(1'23 dxydxs) — 73(732 dxidxp) | e = (23 — T32)Vey,

ou V est le volume du parallélépipede et ou 7; sont les vecteurs joignant le centre de masse x au point
d’application des forces et situé aux centres des faces du parallélépipede, voir Fig. 1.8(c). On peut
choisir le point d’application aux centres des faces du parallélépipede puisque les dimensions de ce
dernier vont tendre vers 0 par la suite. Les forces qui contribuent au moment, notées temporairement
ici F}, sont données par T3 et 73, multipliées par I’aire des surfaces sur lesquelles elles s’appliquent
(puisque les contraintes sont des forces par unité de surface). Ces forces sont évaluées au centre
de masse. Leurs possibles variations le long du parallélépipede, du type (d1»3/dx,) dx,, donnent
des contributions d’ordre supérieur. Le principe fondamental de la dynamique nous dit que ce
couple va engendrer une accélération angulaire, o, donnée par I - = M, ou I est le tenseur
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d’inertie du parallélépipede par rapport a I’axe de rotation dont les composantes sont données par
Lj = [, p(x28;j — x;x;) dV. Dans notre cas, on a donc
Iion = P 2 2\ g _ P2 2\ _

1100 = 12V(dx2+dx3)061 —M] —(723 ’L'32)V = lz(dx2+dX3)061 —(’E23 732),
ou la masse volumique p est évaluée au centre de masse. Faisons maintenant tendre la taille du
parallélépipede vers zero en réduisant de maniere homothétique chacune de ses dimensions. On a
donc pour une telle transformation dx; = 8 dx;. Si on suppose que I’accélération angulaire reste
finie lorsque B — 0, I’équation ci-dessus donne T3 = T3,. Le méme argument peut étre utilisé pour
les autres composantes de 7, ce qui montre que le tenseur des contraintes est symétrique comme le
tenseur des déformations et se représente par 6 composantes indépendantes (au lieu de 9)

Tij = Tji s VI,J (134)

Cette relation reflete donc I’équilibre des moments exercés sur les volumes du milieu continu.
Nous a présent obtenu la généralisation aux milieux continus des forces et déplacements
nécessaire pour formuler les équations gouvernant la déformation des solides et des fluides. Il nous
manque les lois constitutives donnant le lien entre les contraintes et les (taux de) déformations ainsi
que les lois de conservation desquelles les équations découlent. C’est le sujet du Chapitre suivant.

Valeurs principales et axes principaux

Nous terminons ce Chapitre par un rappel sur les notions de valeurs principales et axes prin-
cipaux d’un tenseur. Nous savons que les tenseurs €, U et T sont symétriques. Ils seront donc
représentés par des matrices symétriques (égales a leur transposée) dont les éléments sont réels.
Ces matrices possedent différentes propriétés et nous en rappelons quelques-unes ci-dessous.

— La somme de deux matrices symétriques est une matrice symétrique ;

— Le produit de deux matrices symétriques qui commutent est une matrice symétrique ;

— Si A est une matrice symétrique et n un entier, alors A” est symétrique ;

— Si A est une matrice symétrique alors A~! est symétrique ;

— Si A est une matrice symétrique alors XAX” est symétrique pour toute matrice X.
Une matrice symétrique est diagonalisable, ses valeurs propres,
Ai, sont réelles et ses vecteurs propres, &;, sont mutuellement or- 1Y
thogonaux et forment donc une base orthonormée (ces propriétés
s’étendent aux matrices a valeurs complexes si la matrice est hermi-
tienne). Ces valeurs propres sont les valeurs principales du tenseur
et les vecteurs propres déterminent les axes principaux (ou direc- Z
tions principales) du tenseur. Les valeurs principales portentdes | _—

s . . c 122 z 7z x
noms spécifiques suivant le tenseur considéré. Représentés dans >
leurs bases orthonormées respectives, les tenseurs des déformations 1Y
et des contraintes sont

0
& 0 O T1 0O O e
8/ = 0 & 0 s T/ = 0O » 01]. z
0 0 & o 0 »n, |/ Tt
T

Leurs valeurs propres {€1, &, &}, {71, T2, 73}, sont appelées élon-
gations et contraintes normales ou principales respectivement. Soit
A une matrice symétrique, ses valeurs propres A; et ses vecteurs propres &; sont tels que AE; = A&

FIGURE 1.9 - Cisaillement pur.
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Le déterminant de la matrice A — A, Z doit étre nul pour obtenir des solutions non triviales. Les
valeurs propres s’obtiennent donc a partir de I’équation caractéristique

All—24 Ap A3
det | A Ap—A  Ax =V +LA—bA+L=0, (1.35)
Az A3 Az —A

ou /; sont les invariants suivants (méme valeur quel que soit le repere choisi) de la matrice A :

I =Tr(A) =A; = A1 + A+ A3, (1.36a)
1 1

h=3 ([Tr(A)]* — Tr(A?)) = 3 (AiAj; —AijAj) = MAs + ks + A3, (1.36b)

L= det(A) = SijkA1iA2jA3k =M. (1.36¢)

Quand les valeurs propres sont connues, les vecteurs propres s’ obtiennent en résolvant le systeme
d’équations linéaires AE; = A;&;. Dans la base orthonormée formée a I’aide de ces vecteurs propres,
la matrice A s’écrit alors

A0 O
A=[0 2 0
0 0 A3

Les vecteurs propres normalisés permettent de construire la matrice orthogonale (PT = P~') de
changement de base P qui diagonalise A. Chaque vecteur propre est une colonne de cette matrice P
etonaA’ = PTAP.

m Exemple 1.3 Considérons par exemple le cisaillement pur donné par le champ de déplacement
et, via la relation (1.20), par le tenseur des déformations infinitésimales suivant (voir Fig. 1.9)

ay o 010
u=1|0 = 8:5 1 0 0], «a=tan®.
0 00O

Pour diagonaliser la matrice (&;;) afin de déterminer les directions principales, on doit chercher les
valeurs propres &; et les vecteurs propres tels que €€; = &:&;. Pour obtenir des solutions non-triviales,
il faut donc que la matrice € — €Z ne soit pas inversible. On a donc

a? a

a
det(e—7)=0 = 8,~<£,-2—4>:0 = 81:5,82:—5,8320.

La direction principale correspondant a la valeur propre €; est obtenue en résolvant (¢ — &,Z)&; =0,
c-a-d

o —1 0 a o b—a b a
S| 1 -t offp)=0=2(ab| = o = Gb=|a
0 —1/) \e¢ —c €= 0

En procédant de la méme manicre pour les deux autres valeurs propres et en normalisant les vecteurs
propres, on trouve les directions propres

[ S
gli 6= -1], &=(o P\@\?O
i=—7= 1], &=—>(-1], &=[0], P=|5 -5
V2 \o V2 o I v



34 Chapitre 1. Déformations et contraintes

ou P est la matrice construite a partir des vecteurs propres et permettant de diagonaliser €. On
vérifie sans peine que & = PT &P ou

o 1 00

g=—(0 -1 0

2 0 0 0
On voit donc qu’un déplacement de cisaillement est équivalent a une expansion (g; = ¢¢/2) com-
binée avec une contraction (&, = —o/2) d’égales amplitudes dans les deux directions a 45° de
(1,0,0)T. Notons que les notions de valeurs principales et d’axes principaux sont également abor-
dées dans I’Exercice 1.2. "

1.6 Exercices supplémentaires

Exercice 1.4 Calculer les lignes de courant et la vorticité des écoulements suivants :
— Poiseuille : v =Uy(h—y)e,.
— Tourbillon rigide : v = —Qye, +Qxe,.
— Tourbillon irrotationnel : v = (k/r)e,.
Voir aussi WikipATdia. .

aJ
Exercice 1.5 Montrer que FTom JV-vouJ est le jacobien défini par 1’équation (1.10). u


https://en.wikipedia.org/wiki/Vortex

2. Lois de conservation et relations constitutives

Dans le Chapitre précédent, nous avons vu comment décrire le mouvement d’un milieu continu
sans se soucier des causes de ce mouvement (cinématique). Dans ce Chapitre, nous allons obtenir
les équations gouvernant I’évolution d’un milieu continu soumis a des forces externes (dynamique).
Nous allons donc relier la cause (force) aux effets qu’elle produit (mouvement). Il s’agit donc de
généraliser le principe fondamental de la dynamique (seconde loi de Newton) aux milieux continus.
Pour ce faire, nous allons obtenir des lois de conservation (masse, quantité de mouvement, moment
cinétique et énergie). En mécanique du point matériel, le principe fondamental de la dynamique
suffit pour définir le mouvement du point. Dans le contexte de la mécanique des milieux continus,
I’application d’une contrainte implique en plus une déformation du milieu. Il est donc nécessaire de
connaitre le lien qui existe entre contraintes et déformations ; deux notions introduites au Chapitre
précédent. Ce lien empirique est ce qu’on appelle une relation constitutive. 1l est évident que ces
relations seront différentes suivant qu’il s’agit d’un fluide ou d’un solide. Mais méme pour une
classe donnée de milieux continus (fluide ou solide), il existe de nombreuses relations constitutives.
L’étude des différents relations constitutives est appelée rhéologie (du grec rheo, couler et logos,
étude) et est trés importante dans de nombreux domaines : science des matériaux, géophysique
(lave, plaque, manteau, etc.), physiologie (écoulement sanguin, etc.), secteur alimentaire (pates a
tartiner, fromage, etc.), secteur industriel (peinture, ciment, etc.), etc.

Pour les fluides, nous nous limiterons ici aux fluides parfaits et aux fluides newtoniens, voir
Sections 2.2.2 et 2.2.3, pour lesquels les relations constitutives sont simples et permettent de décrire
la dynamique de nombreux fluides en bonnes approximations. Cependant, il existe beaucoup de
fluides non-newtoniens. Un exemple simple et ludique est obtenu en mélangeant de I’eau avec de
I’amidon de mais (Maizena). Ce mélange se comporte comme un fluide ou un solide suivant la
vitesse a laquelle est appliquée la contrainte. C’est pourquoi on peut courir sur un tel fluide alors
qu’on s’y enfonce des qu’on s’arréte. Il s’agit d’un fluide rhéo-épaississant pour lequel la viscosité
augmente lorsque le taux de cisaillement augmente. Il s’agit d’'un comportement assez rare. Par
contre, comme on peut le constater quotidiennement, il existe de nombreux fluides rhéo-fluidifiants
pour lesquels la viscosité diminue lorsque le taux de cisaillement augmente. Citons par exemple :
la lave, le ketchup, le sang ou la peinture. Notons encore qu’il existe aussi des fluides a seuil pour
lesquels un écoulement se produit uniquement si la contrainte de cisaillement appliquée dépasse
un seuil critique. Citons par exemple : la mayonnaise et le dentifrice. Le comportement du fluide
au-dela du seuil est généralement newtonien ou rhéo-fluidifiants. Les fluides non-newtoniens ont
des propriétés étonnantes. Quelques exemples sont montrés dans la Fig. 2.1.
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FIGURE 2.1 - a. Quatre grands types d’écoulement pour les fluides. b. Trois courbes typiques contrainte-
déformation [stress-strain curve] pour les solides. c. Effet Weissenberg otl un fluide viscoélastique monte le
long d’une tige en rotation (Karl Weissenberg (1893—1976)). Cet effet peut s’ observer avec du blanc d’ceuf.
d. Lorsqu’un filet de fluide visqueux organique rencontre une surtace, il s’y accumule progressivement
formant un tas visqueux avant qu’un jet de liquide finisse par jaillir soudainement (photo). L’angle entre ce
Jjet secondaire et la surface augmente progressivement jusqu’a la fusion du jet avec le filet initial. Il s’agit
de I’effet Kaye rapporté pour la premiere par Arthur Kaye en 1963 [47] et expliqué 43 ans plus tard [48].
Cet effet peut simplement s’observer avec du shampoing. e. Enroulement d’un filet de fluide visqueux
(newtonien) [49, 50]. Cet effet s’observe facilement avec du miel. f. Mélange d’eau et d’amidon de mais
placé sur une surface vibrante.

Déformation

Pour les solides, nous nous limiterons aux solides hoo-
kéen pour lesquels la déformation est proportionnelle a la
contrainte, voir Section 2.3.2. Tous les solides sont hoo-
kéen pour des déformations suffisamment petites. Comme
pour les fluides, il existe de nombreuses relations constitu-
tives. Néanmoins, les déformations peuvent étre classées
en deux grandes familles : les déformations réversibles,
qui correspondent au régime élastique, et les déforma-
tions irréversibles, qui correspondent au régime plastique
pour les matériaux ductiles ou & une rupture pour les
matériaux cassant (ou fragile). Le régime hookéen corres-
pond généralement a des déformations élastiques. L’in-

verse n’est cependant pas vrai. Les élastomeres, comme
le caoutchouc, peuvent subir de grandes déformations
réversibles pour lesquelles la loi de Hooke n’est plus
vérifiée. Les matériaux cassants, quant a eux, rompent

FIGURE 2.2 - a. Rupture d’un matériau fra-
gile (fonte). b. Rupture d’un matériau duc-
tile (alliage d’aluminium). ¢. Expérience de
la goutte de bitume.

généralement en régime élastique avec une fracture assez nette, voir Fig. 2.2(a). Finalement, pour
les matériaux ductiles, comme 1’acier, le régime élastique est suivi d’un régime plastique ou la
courbe contrainte-déformation s’infléchit. La contrainte est donc plus faible par rapport au régime
élastique pour une déformation donnée. Une contrainte maximale est généralement atteinte et
correspond a la formation d’une zone ou la déformation est concentrée [neck]. C’est ce qu’on
appelle la striction (ou étranglement). C’est dans cette région que la rupture aura finalement lieu
apres que la section de cette zone ait significativement diminué, voir Fig. 2.2(b).

Notons finalement que la différence entre un liquide et un solide n’est pas aussi claire qu’on
pourrait le penser. Tout est une question d’échelle de temps. En effet, comme noté par James Clerk
Maxwell (1831-1879) en 1867 dans son célebre article « On the dynamical theory of gases », tous les
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fluides sont viscoélastiques, c-a-d qu’ils possedent a la fois des propriétés élastiques et visqueuses.
A des temps suffisamment courts, un fluide
se comporte comme un solide élastique sous
I’action d’un taux de cisaillement donné. A
des temps suffisamment longs, il se com-
porte comme un fluide visqueux. Le temps
caractéristique séparant ces deux régimes
est appelé tremps de relaxation viscoélas-
tique, T,. Dans le cadre du modele de Max-
well, il vaut 7, = u/G ot G est le mo-
dule élastique de cisaillement ([G] = [Pa])
et 1 la viscosité dynamique ([u] = [Pa][s]). o
Ces quantités sont mesurées en appliquant

un taux de cisaillement constant de ma- Fygure 2.3 - Evolution de Ia contrainte en fonction
nicre continue au fluide et en mesurant la  du temps pour un fluide viscoélastique soumis a I’action
contrainte au cours du temps, voir Fig. 2.3. soudaine d’un taux de cisaillement ¥ = v/d.

Pour de I’eau, on peut estimer ce temps 7,

en utilisant le module de cisaillement de la glace, qui est de I’ordre de 10° Pa, et la viscosité de
I’eau liquide qui vaut 10~3 Pa s dans les conditions standards. On obtient alors 7, ~ 107!2 s, c’est
pourquoi I’eau se comporte usuellement comme un fluide visqueux. Par contre, le bitume qui a
I’apparence d’une solide peut néanmoins s’écouler sur des temps tres longs. Une expérience célebre
débutée en 1930 par Thomas Parnell (1881-1948) a I’Université de Queensland (Brisbane, Austra-
lie), et toujours en cours, montre que le bitume placé dans un entonnoir s’écoule régulicrement au
rythme d’une goutte tous les 10 ans environ, voir Fig. 2.2(c). C’est la plus longue expérience en
cours qui n’a jamais connu d’interruption (Pitch drop experiment). Cette expérience montre
que la viscosité du bitume est environ 2.3 10!! fois supérieure a celle de I’eau. Le lecteur intéressé
par la rhéologie pourra consulter des ouvrages spécialisés comme [51].

Visqueux : 6 = py

Contrainte o
Taux cisaillement : y

o

0 Tv Temps

Lois de conservation

Dans cette Section, nous allons obtenir différentes lois de conservation nécessaires pour dégager
les lois physiques qui régissent 1’évolution des milieux continus soumis a des forces externes.
Notons que ces lois fondamentales de conservation s’ appliquent a tous les types de milieux continus
et ne dépendent pas des propriétés propres des différents types de matériaux. Ces propriétés
spécifiques des milieux continus seront considérées ultérieurement quand nous discuterons des
relations constitutives qui sont, quant a elle, des relations empiriques. Notons également que nous
nous limitons dans ce cours a des milieux continus homogenes, c-a-d des milieux formés d’un seul
constituant mais dont les propriétés (vitesse, pression, etc.) peuvent évidemment varier dans le
temps et I’espace. Avant d’obtenir ces lois de conservation, nous discutons d’abord d’un théoréme
général utile par la suite.

Théoréme de transport

Les lois de conservation s’obtiennent en regardant comment certaines quantités évoluent dans
le temps. Comme on considere un milieu continu, ces quantités s’obtiennent a partir de I’intégration
sur un volume d’une densité par particule matérielle de cette quantité. Par exemple, la masse M
d’un volume V sera donnée par I’intégration de la densité p (masse volumique) sur ce volume. La
complication provient du fait que le volume sur lequel on integre varie dans le temps.

Soit un volume V() de ’espace eulérien constitué a I’instant ¢ d’éléments matériels dont il suit
le mouvement. Ce volume se déplace donc avec les particules matérielles dont il est constitué et
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peut changer au cours du temps. Soit maintenant Q(¢) une quantité associée a une portion donnée
de matiere (fluide ou solide) et définie par

o(1) = /V ) da @1

Notons que pour alléger les notations, nous noterons les intégrales de volume et de surface a I’aide
d’un seul signe intégral ce qui ne devrait engendrer aucune ambiguité. Nous voudrions maintenant
calculer la variation temporelle de la quantité Q. La difficulté vient du fait que le volume V est
fonction du temps ainsi que, par conséquent, la paramétrisation utilisée pour effectuer I’intégration.
Pour pouvoir calculer dQ/ dt, on utilise la généralisation a trois dimensions du théoréme de Leibniz
pour la dérivée d’une intégrale & une dimension :

dg(r) b() 9 f (x,t) db da
/ 0 o B S

U = " dx 2.2
L o gi)= [ rwnde @2

On constate donc que la variation de ¢(z) par rapport au temps est donnée par deux types de termes.
Le premier terme de cette relation implique I’intégrale de la dérivée partielle de f par rapport au
temps intégrée sur tout le domaine. Les deux derniers termes impliquent la fonction f évaluée aux
bords du domaine et multipliée par la vitesse a laquelle ces bords bougent. De plus, cette vitesse
tient compte de 1’orientation de la normale extérieur du domaine. Si a(¢) grandit au cours du temps,
sa vitesse est orientée suivant le sens des x positifs et est donc opposée a la direction de la normale
extérieure du domaine au point x = a(¢). Il y a donc un signe négatif devant le dernier terme de
cette relation. Par contre, si b(¢) grandit au cours du temps, sa vitesse est orientée dans le méme
sens que la normale extérieure du domaine en ce point et le second terme apparait donc avec un
signe positif.

Ce résultat a une dimension se généralise a trois dimensions
comme suit :

do [ df(z,1)
dt./V(t) o 9t P

flz,t)v-ndS, | (2.3)
V()

ou dV(t) est le bord du domaine de volume V (surface exté-
rieure du volume V') et dS un élément de surface de ce bord. Le
vecteur v = da/ dr est le vecteur vitesse a laquelle se déplace le
bord du domaine et n est la normale unitaire extérieure au bord
du domaine. On retrouve donc bien les deux types de termes de
la relation a une dimension : un terme qui implique la dérivée
partielle de f par rapport au temps intégrée sur tout le domaine S ( t)
et un terme qui somme toutes les contributions de f évaluée

bord du domaine et multipli€e par la composante normale de pigURE 2.4 — Bilan de I’évolution
la vitesse v, = v - nn. Ce résultat mathématique s’interprete ai- d’une quantité Q 4 I'intérieur du vo-
sément dans notre contexte. En effet, cette relation nous dit que Iume V (¢).

Q(t) peut varier dans le temps par ce que, d’une part, sa densité

f varie dans le temps (premier terme de I’équation (2.3)) mais aussi, d’autre part, car le déplacement
dans I’espace eulérien du volume matériel V (¢) induit un flux de f au travers de sa surface qui
conduit également a une variation de Q(7) (second terme de 1’équation (2.3)). En effet, considérons
un élément de surface dS, de normale extérieure n, faisant partie de la surface S(z) de V(r), voir
Fig. 2.4. Le déplacement de cette surface élémentaire a la vitesse v va engendrer un flux de f entrant
(et sortant) dans le volume V. La quantité de f dans le volume V pourra donc varier, méme si f ne
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varie pas dans le temps, ce qui engendre une variation de Q. Cette variation est simplement donnée,
pour une surface élémentaire dS, par f multiplié par le volume du cylindre élémentaire de section
dS et de hauteur 4 = (vdt - n), ce qui donne comme contribution élémentaire : f(vdf-n)dS. Il
faut ensuite sommer cette contribution pour toutes les surfaces élémentaires dS, c-a-d intégrer sur
la surface. On obtient alors le flux convectif de f a travers la surface extérieure du volume matériel
pendant un temps dz. Le second terme de I’équation (2.3) décrit donc cette contribution par unité
de temps.

Nous pouvons a présent appliquer le théoréme de Green-Ostrogradski (A.19) pour le champ de
vecteurs f(ax,¢)v dans la relation (2.3) afin d’obtenir :

Théoreme 2.1.1 — Théoréme de transport de Reynolds.

do 9f (1)
T [, (L9 sl ao. o 0= [ fiwn)a 4

De plus, si on suppose I’existence d’un terme de source s tel que dQ/dt puisse aussi s’écrire comme
Jv(sys(@,1) dx, on obtient

Comme cette égalité doit étre satisfaite pour tout volume V, on obtient alors la version locale du
théoreme de transport :

df (z,t)
ot

+ V- [f(x,t)v] = s(x,t). (2.5)

Le théoréme de transport peut s’obtenir également en effectuant un changement de variables
pour utiliser les variables lagrangiennes a la place des variables eulériennes. De cette maniere,
I’intégration sur un volume variable se fait alors sur un volume fixe correspondant au volume initial
occupé par les particules. On a ainsi

- /V(t)f(ac,t)dm - /V(O)F(X,t)JdX, 2.6)

ou J est la jacobien de la transformation. Il est donc maintenant aisé de calculer la dérivée de Q par
rapport au temps puisqu’on peut maintenant dériver sous le signe intégral. On obtient alors

do_ 1 (IF(X1) 9J [ IF(X 1)
&= V(O)( s IHFX0G ) ax = | (SEEE PG Ve ) JaX,

ou on a utilisé le résultat de I’Exercice 1.5. Ce résultat important nous permet maintenant de
repasser facilement aux variables eulériennes :

O (e panv )= [ (P800 @il ae @)

ol on a utilisé la dérivée matérielle (eulérienne) pour remplacer la dérivée partielle lagrangienne
(voir Eq. (1.13)) dans la premiere égalité et sa définition (1.12) dans la seconde égalité.
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Conservation de la masse

La premiere propriété des milieux continus qu’on admet est la conservation de la masse. Comme
montré ci-dessous, elle s’exprime mathématiquement par une équation de continuité qui traduit le
fait que de la matiére ne peut disparaitre ou apparaitre spontanément. Cette équation de continuité
s’obtient immédiatement grace au théoreme de transport local (2.5). Puisque la masse d’un volume
V (t) est donné par M = [, p(x,) da, on peut donc utiliser ce théoréme avec f = p. De plus, si
le volume est toujours constitué des mémes particules matérielles, on a dM/dr = 0. Le terme de
source s est donc nul. On obtient alors

ap B Dp B
§+V-(pv)—0, ou E—l—pV-v—O. (2.8)

Cette équation est la forme locale du principe de conservation de la masse.

Léonard de Vinci (1452-1519) observait déja que pour un fluide, VA = constante, V étant la vitesse
du fluide et A sa section transverse. Aujourd’hui, on écrit cela comme V-v = 0.

Notons que les équations de continuités sont fréquentes en physique puisqu’elles s’obtiennent a
chaque fois qu’une quantité est conservée. Elles peuvent s’écrire de maniere générale, en 1’absence
de termes de source, sous la forme dp/dt + V-J = 0 ol p est une certaine densité et .J le courant
associé. En mécanique des milieux continu, p est simplement la masse volumique et J = pv. En
électromagnétisme, la conservation de la charge électrique se traduit également par une équation de
continuité oll p est la densité de charge et J le vecteur densité de courant. En mécanique quantique,
la conservation de la probabilité de présence conduit également a une équation de continuité ou p
est la densité de probabilité et J le courant de probabilité.

De la conservation de la masse, nous pouvons obtenir une autre relation. Soit M la masse
contenue dans un volume donné en variables eulérienne et lagrangienne :

M@= [ plas) do= J g PC0IAX =) = [ po(X) aX. (2.9)

ol py est la densité initiale. Comme cette égalité est valable pour tout volume V(0), on obtient

p(X,1)J = po(X). (2.10)

Nous pouvons donc calculer la densité a tout temps ¢ en termes de la densité initiale pg et le champ
de déplacement (qui permet de calculer J). Notons que la densité initiale py est habituellement
considérée comme constante. Il est aussi intéressant de comparer la relation (2.10) avec (1.19).

Finalement, I’équation de continuité permet de réécrire le théoréme de transport sous une forme
assez utile. En effet, en mécanique des milieux continus, les grandeurs physiques sont souvent
définies en termes de densités par unité de masse. Soit w la densité massique de la quantité W, telle
que W(t) = [y, p(,t)w(x,1) do. On a

aw _ d(pw) B ow  ap
dt _/vm( o Y OJWU)) dw_/vo) <p o TV TwVi(pu)tpu-Vw ) da,

ou on a utilisé le théoreme de transport (2.4) et développé I’intégrant. En utilisant I’équation (2.8),
on trouve finalement

d ow Dw
@ </V(t)Pwd:c> _/V(t)p <at+v-VW> d:r:_/v(t)thdw. 2.11)
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Conservation de I'impulsion

Pour établir le principe de la conservation de I’impulsion (ou quantité de mouvement), on
applique la seconde loi de Newton aux particules matérielles qui composent le milieu continu. On
obtient ainsi une généralisation naturelle de la loi correspondant aux systemes de points matériels.
Ce principe postule que, dans un référentiel inertiel, la variation de I’impulsion d’un milieu continu
est égale a la somme des forces extérieures s’exercant sur ce milieu; les forces internes s’ annulant
en vertu de la troisieme loi de Newton (action-réaction).

Soit un ensemble de particules matérielles occupant un volume variable V (¢). Par définition,
I'impulsion de cet ensemble de particules est P(t) = [y, p(@,1)v(x,t) dz. Comme discuté dans
la Section 1.4, les forces s’appliquant a ce volume sont de deux types, les forces volumiques et
surfaciques : F(1) = [,y pgdx + [5y() 0 dS, ol g est la densité massique des forces de volume
(typiquement I’accélération gravitationnelle) et o est le champ de contraintes. En utilisant I’équation
(1.33), le principe fondamental de la dynamique (dP/dr = F') étendu aux milieux continus s’écrit
alors

d/ pvdar::/ pgdm+/ ‘L'-ndSZ/ (pg+V-7)de, (2.12)
dr Jv() 140 V(1) V()

ot (V-1); = dtji/dx; et ol on a utilisé le théoreme de Green-Ostrogradski (A.19) et ol on a
introduit la divergence d’un tenseur qui donne un vecteur dont les composantes sont explicitées ci-
dessus. En utilisant I’équation (2.11) pour chaque composante du membre de gauche de I’équation
ci-dessus, on obtient

Dv
—d :/ +V-7)de.
v P r O V(t)(pg ) dx

Comme cette relation doit tre valable pour tout volume, on obtient finalement

Dv Dv; . 8v,~ . 81',-j
Py =PItV T, = poi= (at+(v‘V>w)—pgl+ 2.13)

)
8xj

ou on a utilisé la symétrie du tenseur des contraintes, voir Eq. (1.34). Cette équation est parfois
appelée premiere loi du mouvement de Cauchy. Elle est trés importante puisque c’est cette équation
qui conduira aux équations d’Euler (fluide parfait), de Navier-Stokes (fluide newtonien) et de
Navier (solide hookéen) lorsque nous aurons spécifié le lien entre les contraintes et les (taux de)
déformations, c-a-d les relations constitutives.

Conservation du moment cinétique

Pour établir le principe de la conservation du moment cinétique (ou moment angulaire), on
procede comme pour la conservation de I’impulsion en appliquant le principe fondamental de la
dynamique aux particules matérielles qui composent le milieu continu. Ce principe postule que,
dans un référentiel inertiel, la variation du moment cinétique d’un milieu continu est égale a la
somme des moments des forces extérieures s’exercant sur ce milieu.

Soit un ensemble de particules matérielles occupant un volume variable V (¢). Par définition,
le moment cinétique de cet ensemble de particules est L() = [, (z x p(x,t)v(w,1))dz. Les
moments des forces s’appliquant a ce volume sont de deux types, les forces volumiques et surfa-
ciques : M (1) = [y, (x X pg)d@+ [y, (@ x 0)dS, ot g est la densité massique des forces de
volume (typiquement 1’accélération gravitationnelle) et o est le champ de contraintes. En utilisant
I’équation (1.33), le principe fondamental de la dynamique (dL/dt = M) étendu aux milieux
continus s’écrit alors

d
— X d :/ X d +/ X T- ds.
= / J@xpvde= [ (@xpgars [ (@xcn)
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En utilisant I’équation (2.11) et en se souvenant que le produit vectoriel de deux vecteurs colinéaires
est nul, on obtient

Dv
— ] d :/ d / T-m)dS.
/V(t) <:B sy > x V(I)(a: x pg) dx + W(I)(x XT-n)

En utilisant la forme locale de 1’équation de conservation de la quantité de mouvement (2.13) dans
le membre de gauche, il vient

/ (:I:XV-T)d:c:/ (xx1-n)dS.
140 v(t)

Pour expliciter davantage cette relation, il est plus aisé d’utiliser les composantes de chaque quantité.
La composante i de cette relation s’écrit

Tk
EikXx dm—/ EiXxiTungdS = / elxr dx
/V() kaa V() JjkAG YWk ]k](k)

Tk 8@;;()
= il Oty +x;i—= ] d :/ Eiok Tok + € dx,
/V(z) Jk( it Tk T Xj 3)64) r V(t)< Ck Tk jkXj ) Y

ou on a utilisé le théoréme de Green-Ostrogradski (A.19). En comparant les membres de gauche et
de droite, on déduit

/V( )Sigk Tnde=0 = ¢geptn=0 = Tok = Tho- (2.14)
t

On retrouve donc le résultat anticipé au Chapitre précédent : le tenseur des contraintes est symétrique.
Cette équation est parfois appelée deuxieme loi du mouvement de Cauchy.

Conservation de I'énergie

Les aspects mécanique et thermiques sont liés dans 1’étude de nombreux phénomeénes. En
effet, une modification de I’état mécanique d’un milieu peut entrainer des variations significatives
de températures. Par exemple, si I’on comprime 1’air contenu dans une pompe a bicyclette en
maintenant fermé son extrémité avec le pouce, on constate un échauffement de celui-ci. Inversement,
un apport de chaleur peut modifier 1’état mécanique d’un corps. C’est pourquoi les ponts, par
exemple, sont munis de joints de dilatation pour éviter que la structure ne subisse des contraintes
trop importantes lorsqu’elle se dilate suite a un apport de chaleur.

Le premier principe de la thermodynamique nous permet de dire que lors de 1’évolution d’un
systeme continu, les différentes énergies en présence peuvent se transformer les unes en les autres
pour autant que 1’énergie totale, qui est la somme des différentes énergies, soit conservée. Pour
établir le principe de la conservation de I’énergie, on procede comme précédemment en appliquant
le premier principe de la thermodynamique aux particules matérielles qui composent le milieu
continu. Ce principe postule que, dans tout domaine matériel la variation de I’énergie d’un milieu
continu est égale a la somme de la puissance des forces extérieures s’exercant sur ce milieu et du
taux de chaleur recu par le milieu.

Soit un ensemble de particules matérielles occupant un volume variable V(¢). L’énergie ci-
nétique de cet ensemble de particules est Uc(t) = [y, (p/ 2)|v[>de. 1l s’agit d’une énergie ma-
croscopique liée au mouvement d’une partlcule materlelle. Cependant, une particule matérielle
est composée d’une multitude des molécules ou atomes. Leur énergie, qui n’est évidemment pas
incluse dans U,, doit aussi €tre prise en compte. C’est un peu comme dans le cas d’un systéme
de points matériels, le second théoreme de Konig (1712-1757) dit que 1’énergie cinétique totale
du systeme est la somme de 1’énergie cinétique du centre de masse (incluant la masse totale du
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systeme) et de 1’énergie cinétique propre des particules dans le référentiel du centre de masse.
L’ énergie interne s’écrit alors U; = fv(z) pudx, ou u est la densité massique d’énergie interne.
L’énergie totale, U s’écrit donc

2
U:UC+U,~:/ p<‘v‘+u> dx. (2.15)
vi)r \ 2

Pour applique le premier principe de la thermodynamique, il nous faut décrire la puissance des
forces extérieures s’exercant sur le milieu. Nous savons que pour un petit déplacement rectiligne
du du point d’application d’une force, le travail élémentaire d’une force F' est par définition :
dW = F'- du. Si ce déplacement s’effectue a une vitesse v, alors dW = F - dv dt de sorte que
la puissance est donnée par P = dW /dr = F - v. Ce résultat appliqué aux forces volumiques et
surfaciques agissant sur le volume V (¢) nous donne

P:PV+PS:/ pg-vdw+/ o-vds. (2.16)
V(1) AV (r)

Il nous reste maintenant a déterminer le taux de transfert de chaleur par le monde extérieur,
Q. En se basant sur I’expérience, on postule qu’il contient également comme une contribution
surfacique et une volumique :

Q:/ prd:l:—/ q-nds, (2.17)
V(1) av(r)

ou r est une densité massique de chaleur, supposée connue, qui encode les apports ou pertes de
chaleur directement dans le sein du milieu continu ([r] = [W][kg]~!). Une réaction chimique se
déroulant dans le milieu ou un effet Joule résultant du passage d’un courant électrique sont des
exemples de sources de chaleur volumique. Le vecteur q est le flux de chaleur qui traduit les apports
calorifiques en surface par conduction ([g] = [W][m]~2). Le signe moins de cette contribution
provient du fait que m est la normale unitaire extérieure alors que g pointe vers I'intérieur. En
utilisant le théoréme de Green-Ostrogradski (A.19) qui permet d’écrire 1’intégrale de surface de
I’équation (2.17) comme une intégrale de volume, on constate que Q =0si V-q =0et r = 0. Les
évolutions ol le taux de chaleur Q sont nulles (ou négligeable en pratique) sont dites adiabatiques.
Le premier principe de la thermodynamique d’écrit donc

dUu .
—~ _p
i +0,

ou en explicitant les différents termes

d |v]? )
< oy d:/ -+d+/ w—q-n) ds.
pr /V(t)p< 5 tu)de V(t)p(g v+r) de v (c-v—q-n)

En utilisant le théoréme de transport (2.11) et I’équation (1.33), on obtient la forme intégrale du
premier principe de la thermodynamique

D |17|2 ) /
L de = . d T-v)-n—q-n|dS. 2.18
/(I)p t< +u ) de (Z)p(g v+r) de+ 5 (t>[( ) q-n| ( )

En utilisant le théoreme de Green-Ostrogradski (A.19), on obtient la version locale

D (o, ) _ F+V -V (2.19)
Pp;\ 5 T =p(g-v+r) (T-v) q. .
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Notons encore qu’en prenant le produit scalaire 1’équation (2.13) avec v, on trouve la version locale
de la conservation de 1’énergie cinétique

D 2
PO pig-v)+o-(v-0) (2.20)

En prenant la différence entre les équations (2.19) et (2.20), on trouve la version locale de la
conservation de I’énergie interne

Du_

Dr pr—V-q+1:Vv=pr—V-q+7:3,

ol G est le tenseur des gradients de vitesse (voir Section 1.3.2) et ot 7 : G = 7;;G;;. Comme
le tenseur des contraintes est symétrique, seule la partie symétrique de G contribuera lors de la
contraction des deux tenseurs. Cette partie symétrie est le tenseur taux de déformation. On a donc
finalement

D
pF?:pr—V-q—H::v. 2.21)

Un cas particulier important est celui ol les forces volumiques dérive d’un potentiel indépendant
du temps : g = —V®. Dans ce cas, on obtient : p (g-v) = —p (VP -v) = —pD®P/Dr. L’équation
(2.20) devient alors

2
pDBt <|UZ|+d>>:v-(V-f):V-(r-v)—r:v. (2.22)

Nous verrons au Chapitre 3 que pour un fluide parfait en écoulement stationnaire, cette relation se
simplifie pour conduire au théoreme de Bernoulli.

Notons que, si I’on désire étudier les milieux continus dans le cadre théorique de la thermody-
namique des phénomenes irréversibles, il est nécessaire d’introduire la notion d’entropie ainsi que
I’équation décrivant son évolution. Nous ne le ferons pas dans ce cours.

Bilan

Pour résumer et conclure cette Section sur les lois de conservation, mentionnons que nous
avons obtenu 8 équations : la conservation de la masse (1 équation), de I'impulsion (3 équations),
du moment cinétique (3 équations pour la symétrie du tenseur des contraintes) et de 1’énergie
interne (1 équation). La conservation de 1’énergie totale se déduit de la conservation de I’énergie
interne et de 1’énergie cinétique. Cette derniere étant obtenu directement de la conservation de
I’impulsion, elle n’introduit pas de nouvelle équation. Cependant, si on néglige les échanges de
chaleur (V-q = r = 0), ces équations impliques 14 inconnues : p (1), v (3), T (9) et u (1). La
modélisation mathématique d’un milieu continu est donc sous-déterminée a ce stade et ne peut pas
étre résolue.

Ce constat ne doit pas nous surprendre. Il aurait été surprenant qu’une théorie universelle
comme celle développée jusqu’ici permette 1’étude de comportements aussi différents que ceux
d’un bloc métallique ou d’un gaz. Pour compléter la modélisation mathématique, nous avons besoin
d’équations supplémentaires pour combler notre déficit. Ces dernieres sont obtenues en précisant la
nature du milieu étudié. 11 s’agit des relations constitutives et des équations d’état.
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Mentionnons également que les équations des milieux continus sont des équations aux dérivées
partielles qui doivent &tre accompagnées de conditions aux limites pour pouvoir les résoudre
univoquement. Ces conditions aux limites ne seront pas spécifiées de maniere générale dans ce
cours mais nous indiquerons leur forme précise dans les Sections suivantes en fonction du type de
matériaux considéré.

Notons finalement que, si I’on désire tenir compte des échanges de chaleur, r sera supposé
connu et trois équations supplémentaires pour g devront étre introduites, typiquement a I’aide de la
loi de Fourier : ¢ = —k'V T, ol k est la conductivité thermique du milieu ([k] = [W][m]~![K]~") et
T la température ([T] = [K]). Cette relation peut étre vue comme une relation constitutive. Il est
ensuite nécessaire d’introduire une équation d’évolution pour la nouvelle variable 7', I’équation
de la chaleur : DT /Dt = a VT, ot « est le coefficient de diffusion thermique (ou diffusivité
thermique, [&¢] = [m]?[s]~!). On ajoute donc 4 équations pour 4 inconnues sans déséquilibrer notre
bilan « équations/inconnues ».

p) Dans certains cas, le transport de chaleur par conduction n’est pas le mode de transport dominant
et se fait principalement par rayonnement; il est dit « radiatif ». C’est le cas, a ’intérieur des
étoiles ou dans la matiere en fusion comme la lave ou le verre. De méme, ce mode de transport est
important dans I’atmosphere terrestre. La description d’un tel transport est compliquée mais elle se
simplifie dans la limite ot le milieu est épais par rapport a la longueur caractéristique d’absorption
d’un photon. Dans ce cas, on peut invoquer I’approximation de (Svein) Rosseland (1894-1985) :
q=—[166/(3ag)]T> VT, ot & est la constante de Stefan de la théorie du corps noir et ag est un
coefficient d’absorption moyen.

Relations constitutives : fluides

Les équations constitutives vont nous permettre de spécifier la nature du milieu étudié et de
relier le tenseur des contraintes au tenseur des (taux de) déformations. Il s’agit donc de nouvelles
équations qui n’introduiront pas de nouvelles inconnues si ce n’est la pression. Cette derniére
sera spécifiée a I’aide d’une équation d’état. Nous nous limiterons dans ce cours a trois relations
constitutives valables pour les fluides parfaits, les fluides newtoniens et les solides hookéens.

est une grandeur qui mesure I’ensemble des phénomenes
de résistance a I’écoulement se produisant au sein d’un
fluide. Elle provient des frottements entre des couches de FIGURE 2.5 — Géométrie d’un écoulement
fluide glissant les unes par rapport aux autres. Plus la vis- de cisaillement simple.

cosité augmente, plus la résistance du fluide a s’écouler

augmente. On peut la mesurer a I’aide d’un écoulement stationnaire d’un fluide placé entre deux
plaques paralleles et distantes de d dans la direction perpendiculaire z, voir Fig. 2.5. Une plaque
est maintenue fixe pendant que I’autre se déplace a une vitesse v suivant I’axe x en maintenant la
distance d constante. Le fluide est alors entrainé par le mouvement et, en régime stationnaire, on
observe que la vitesse du fluide varie linéairement de O a v le long de I’axe z :

Viscosité
Avant de discuter des relations constitutives appli- o,
cables aux fluides, il est nécessaire d’introduire une gran- /zT/ v /
deur physique macroscopique qui caractérise ces der- : ‘—’ ‘ 'd
niers : la viscosité. La viscosité (du latin viscum, gui, glu) | | " Vs (2) |
: o :

vz
v(z) = —. (2.23)

d
Ce type d’écoulement est appelé écoulement de cisaillement simple ou écoulement de Couette

plan (Maurice Couette, 1858—1943), voir Section 3.3.1. On constate aussi que la contrainte ap-
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pliquée pour déplacer la plaque, o, est liée au gradient de vitesse par la relation linéaire suivante
communément appelée loi de Newton :

v vy

Gfugfua—z, (2.24)
ou le coefficient de proportionnalité u est la viscosité dynamique (de cisaillement, [u] = [Pa][s]).
On rencontre parfois dans la littérature d’autres unités historiques comme le Poiseuille (Jean-
Léonard-Marie Poiseuille, 1797-1869) qui est I’ancienne dénomination de I’unité dans le systéme
international ou le Poise qui est I’unité dans le systtme CGS et vaut 10! Pa s. La quantité v/d est
appelée taux de cisaillement et est une composante du tenseur taux de déformation (tout comme
o est une composante du tenseur des contraintes), comme nous le verrons a la Section 2.2.3. La
Table 2.1 rassemble quelques caractéristiques discutées jusqu’ici pour quelques fluides typiques et
en particulier la viscosité dynamique.

p) Cette relation a ét€ €noncée par Isaac Newton (1642-1727) en 1687 dans son célebre ouvrage
Philosophiae naturalis principia mathematica. Le terme viscosité n’apparait pas dans ce texte. Elle
est appelée par Newton : « defectus lubricitatis » (qu’on pourrait traduire grossiérement comme
« défaut de lubrification »). Newton était intéressé par le mouvement des planetes autour du soleil,
et a essayé d’obtenir la vitesse de rotation pour chaque planete a partir de la vitesse d’écoulement
d’un vortex en mouvement autour du soleil en rotation.

La relation (2.24) nous dit donc qu’un fluide est un matériau qui peut &tre mis en mouvement
par une contrainte de cisaillement aussi petite soit-elle. Comme nous I’avons vu dans la Section 1.4,
une contrainte de cisaillement implique 1’existence de composantes non diagonales du tenseur des
contraintes différentes de z€ro. On déduit que dans un fluide au repos, ol il n’y a évidemment pas
de cisaillement, les composantes non diagonales de ce tenseur doivent étre nulle : 7;; = —pé&;;, ol
p est la pression (hydrostatique) dans le fluide au repos. Dans les Sections suivantes, nous verrons
comment |’expression du tenseur des contraintes est modifiée pour un fluide en mouvement suivant
le type de fluide considéré.

Conductivité Capacité Masse Diffusivité Viscosité
Fluide thermique thermique massique  volumique thermique dynamique
k(Wm~I K™ Clkg 'K pkem™3) a=k/(pC)(m*>s~1)  u(Pas)

Air 0.025 1005 1.293 19107 1.8107°
Bitume 2.3 108
Eau 0.6 4185 998 141077 1.01073
Ethanol 0.169 2460 789 871078 121073
Glycérol 0.29 2420 1260 951078 1.5
Huile 0.1 2000 1000 501078 1072-10°
Mercure 8.25 139 13546 4.410°° 1.51073
Miel 1-10

TABLE 2.1 - Caractéristiques de quelques fluides pour des conditions standards. Les valeurs pour I’huile de
silicone sont approximatives [44]. Source pour les autres fluides : Wikipédia.

Fluides parfaits : équations d’Euler

Un fluide est dit parfait si son mouvement peut étre décrit alors que les effets de viscosité et
de conduction thermique sont négligés. Vu la discussion menée dans la Section 2.2.1, il n’est pas
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possible d’appliquer une contrainte de cisaillement a un tel fluide si 4 = 0. Dés lors, comme pour
un fluide au repos, le tenseur des contraintes pour un fluide parfait s’écrit

Tij = —p&ij, (2.25)

ou p est la pression qui est déterminée en fonction de la température T et de la densité p par une
équation d’état. Cette équation nous procure les 6 équations supplémentaires nécessaires pour
compléter la modélisation mathématique d’un milieu continu, voir discussion de la Section 2.1.6.
Maintenant que I’expression du tenseur des contraintes est connue, on peut I’ utiliser dans la loi de
conservation de I’impulsion (2.13) pour obtenir les équations d’Euler du mouvement d’un fluide
parfait

Dv ap

ou on a également ajouté la loi de conservation de la masse. On constate donc qu’en dehors des
forces de volume, g, ce sont donc les différences de pression qui produisent le mouvement.

p) Ces équations furent dérivées sous cette forme par Euler. Elles marquent un tournant dans I’histoire
de la mécanique des fluides car elles forment pour la premiére fois une base mathématique compléte
de la théorie des fluides. Comme le remarqua Lagrange, ces équations réduisent 1’étude de la
mécanique des fluides a un probleme d’analyse. Jusqu’alors, les problemes d’hydrauliques se
posaient et se résolvaient au cas par cas, par la force de I'intuition de savants comme Daniel
Bernoulli.

On remarque immédiatement qu’on ne dispose que de 4 équations pour 5 inconnues. Il faut donc
compléter ce systeéme par une équation supplémentaire, généralement sous la forme d’une équation
d’état p = p(p). Comme montré dans I’Exercice 2.1, si le fluide est un gaz parfait subissant une
transformation réversible (forcément adiabatique et donc isentropique), on a I’équation d’état de
(Pierre-Simon de) Laplace (1749-1827)

pp~ ¥ = constante, (2.27)

ol y = C,/C, est I'indice adiabatique (ou coefficient adiabatique, exposant adiabatique ou coeffi-
cient de Laplace) et C,, et Cy sont les capacités thermiques du gaz a pression constante et a volume
constant respectivement. On a aussi que Y= 1+2/N ou N est le nombre de degré de liberté par par-
ticule. Pour un gaz parfait monoatomique, N = 3, et ce coefficient vaut donc ¥ = 5/3. Pour un gaz
parfait diatomique on a deux degrés de rotation supplémentaires (N = 5), et ce coefficient vaut donc
¥y =17/5. Pour 'air Yy =7/5 en bonne approximation (voir indice adiabatique pour d’autres
gaz). Dans le cas de la convection thermique d’un liquide, on a plutdt p = po (1 — (T —Tp)) et les
équations (2.26) sont alors couplées 2 une équation de transport de chaleur : DT /Dt = kV?T.

Exercice 2.1 Sachant que pour un gaz parfait, on a d’une part U = (N/2)nkT, et d’autre
part, pV =nkT, ou N est le nombre de degrés de liberté par particule et k est la constante de
Boltzmann, établir la loi pp~7 = constante et montrer que y = 1+2/N.

Rappel de thermodynamique : dU =T dS — pdV. u

Incompressibilité

Lorsque le fluide est un liquide, il est souvent considéré comme incompressible, c-a-d qu’on
suppose que la densité est constante dans le temps et dans 1’espace : p = constant. La loi de


https://fr.wikipedia.org/wiki/Indice_adiabatique
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conservation de la masse (2.8) implique alors que V- v = 0 (voir aussi I’équation (1.28)). Dans ce
cas, les équations d’Euler deviennent

D
D—’t’ —pg—Vp, V-u=0. (2.28)

Le modele du fluide parfait incompressible est tres utilisé en hydrodynamique et est approprié
pour un tres grand nombre d’écoulements. Nous 1’utiliserons pour décrire les ondes de surface a la
Section 3.2. Ce modele est aussi souvent valable loin de parois rigides.

Finalement, les équations d’Euler étant des équations aux dérivées partielles, elles requierent
des conditions aux limites pour étre résolues univoquement. Ces conditions sont discutées dans la
Section 2.2.4.

Fluides newtoniens : équations de Navier-Stokes

Nous avons déja établi dans la Section 2.2.1 que I’expression du tenseur des contraintes pour
un fluide au repos est 7;; = —p 9;;. Lorsque le fluide est mis en mouvement par une contrainte de
cisaillement, la relation constitutive (2.24) montre qu’il existe une relation linéaire entre le tenseur
des contraintes 7T et des taux de déformation v puisque cette équation peut se réécrire comme suit

Ty = 2U Uy

Ol Ty = Ty; = O et Uy, = (dvy/dz+dv,/dx)/2 = (dv,/dz)/2 puisque v, = 0 (voir Fig. 2.5). La
relation linéaire la plus générale entre 7T et U peut s’écrire sous la forme

Tij = —p&ij + Aijkt Vge-

Cette relation se réduit bien a celle d’un fluide au repos lorsque v = 0 (v = 0) et implique un
tenseur d’ordre 4, A;ji¢, qui contient a priori 3% = 81 éléments. Cependant, puisque T et L sont
deux tenseurs symétriques, le tenseur A est donc symétrique par rapport a ses deux premiers et
deux derniers indices. Cela réduit donc le nombre d’éléments 4 6> = 36 qui devraient en général
étre déterminés pour spécifier la relation constitutive.

Dans ce cours, nous nous limiterons néanmoins a 1’étude des matériaux isotropes. Cette
hypotheése impose que la relation constitutive soit indépendante du repere choisi pour 1’exprimer.
On obtient donc la méme relation Ti/ = po; i+ Aijke v/éf dans tous les reperes orthonormés obtenus
a partir du premier par rotation ou inversion d’axes. Cela veut dire que le tenseur A doit satisfaire la
relation A; iy = Pin Pjn Pro Pop Amnop pour toute matrice P de changement de repere. On peut montrer
que la seule forme possible de ce tenseur est alors [52]

Aijké =2 5ij e + u (6ik 6]’@ + O 6jk) .

En utilisant cette forme pour le tenseur A, on obtient directement la relation constitutive d’un fluide
newtonien

Tij = —p&ij + 21 Vij + A Vg §ij, (2.29)

oll v est défini par la relation (1.23), i représente la viscosité dynamique et A 1a viscosité de volume.
Notons que la viscosité cinématique, v = |1 /p est également parfois utilisée ([v] = [m]?[s] ).
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p) La viscosité dynamique peut varier énormément d’un fluide a ’autre (voir Table 2.1) et varie
significativement avec la température. Pour un liquide, le modele le plus simple a été proposé
par Osborne Reynolds (1842-1912) en 1886 : u(T) = ppexp(—bT). Cette relation empirique
ne donne en général de bons résultats que sur un intervalle limité de température mais a le
mérite de mettre en évidence la forte variation de la viscosité avec 7. Pour un gaz, la loi de
(William) Sutherland (1859-1911) proposée en 1893 donne généralement de bons résultats :
w(T) /o = (T /To)*>*(To+S) /(T +5), ott g est la viscosité du gaz a la température Ty et S est
la température de Sutherland qui dépend du gaz considéré.

La relation (2.29) se simplifie dans le cas d’un fluide incompressible. En effet, de la définition
du tenseur taux de déformation, on a vy, = V- v. Des lors, le dernier terme de I’équation (2.29)
s’annule pour les fluides incompressibles pour lesquels V-v =0 :

T;j=—p 0; i +2U;; fluides incompressibles. (2.30)

Cette relation nous procure les 6 équations supplémentaires nécessaires pour compléter la modéli-
sation mathématique d’un milieu continu, voir discussion de la Section 2.1.6.

Maintenant que I’expression du tenseur des contraintes est connue, on peut 1’utiliser dans la loi
de conservation de I’'impulsion (2.13) pour obtenir les équations de Navier-Stokes du mouvement
d’un fluide newtonien incompressible

D
pD—"t’:pg—VeruV%, V.v=0. 2.31)

Notons que cette équation, tout comme 1’équation d’Euler, nous informe que, pour un fluide au
repos, la pression dans le fluide est la pression hydrostatique lorsque les forces de volume sont dues
ala gravité : Vp = pg.

p) Cette équation a été proposée par Claude Louis Marie Henri Navier (1785-1836) en 1822 et dérivée
sous une autre forme George Gabriel Stokes (1819-1903) en 1845. Notons qu’il est trés important
de se souvenir que la définition du laplacien vectoriel est V2f = V(V- f) — Vx(V x f) et
que la relation V2 (vy, vy,v,) = (V2vy, V21, V2v,) n’est vraie que dans un repére cartésien, voir
Annexe A.3.2. »

Les équations d’Euler et de Navier-Stokes sont des équations aux dérivées partielles. Elles
requierent donc des conditions aux limites pour étre résolues univoquement. Ces conditions sont
discutées dans la Section suivante.

Conditions aux limites

Certaines conditions aux limites dépendent évidemment du probleme particulier considéré
comme nous l’illustrerons au travers divers exemples dans ce cours. Par contre, d’autres conditions,
explicitées dans cette Section, sont (presque) toujours d’application. Nous commengons par les
fluides newtoniens. Les conditions applicables aux fluides parfaits en seront déduites.

Fluides newtoniens : contact avec une paroi

Lorsqu’un fluide visqueux est en contact avec une paroi solide imperméable, on suppose que le
fluide ne peut ni pénétrer la paroi ni glisser le long de celle-ci. La vitesse du fluide en contact avec
la paroi est donc égale a la vitesse, supposée connue, de cette paroi :

Uﬂuide(P) = Uparoi (P)7 VP € S, (2.32)
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ou S. est la surface de contact entre le fluide et la paroi. Si la paroi est au repos dans le référentiel
utilisé pour décrire le mouvement du fluide, on aura bien évidemment vgyige(P) = 0, VP € S..

p) Notons que si le fluide pouvait glisser librement le long d’une paroi, on ne pourrait pas le mettre
en mouvement avec un cisaillement tel que montré sur la Fig. 2.5. Il pourrait néanmoins étre
mis en mouvement s’il glisse partiellement. Cette condition de non glissement [no-slip boundary
condition] ne se démontre pas théoriquement, mais peut, néanmoins, étre considérée comme valable
pour des fluides simples et a 1I’échelle des expériences courantes. La confiance que 1’on a dans la
pertinence de cette condition aux bords découle donc a la fois de preuves expérimentales directes
et du succes obtenu par les théories qui incorporent cette hypotheése (méme si son interprétation a
I’échelle microscopique n’est pas aisée [53]). Des effets significatifs de glissement a la paroi sont
cependant observables pour des fluides complexes et, méme pour les fluides simples, a des échelles
sub-micrométriques. Ils peuvent donc avoir une influence treés importante sur les dispositifs de
micro- et nano-fluidique qui connaissent actuellement un fort développement.

Fluides newtoniens : contact entre deux fluides immiscibles

Il arrive trés fréquemment que I’on doive résoudre un probléme impliquant deux fluides
immiscibles comme, par exemple, quand le fluide est en contact avec 1’air. On doit alors résoudre
les équations dans chaque fluide et connecter les résultats au niveau de I’interface a 1’aide de
conditions aux bords appropriées (comme on le fait quand on résout le probleme d’une particule
dans un puits de potentiel carré en mécanique quantique). La difficulté ici est que I’interface se
déforme au cours du temps et devient donc une inconnue du probleme. On a donc ce qu’on appelle
un probleme aux frontieres libres.

1. Continuité du champ de vitesse
La premiere condition a imposer a I’interface entre deux fluides, identifiés par des indices 1 et 2, est
la continuité du champ des vitesses au travers de I’interface qui traduit, d’une part, que les fluides
ne peuvent s’interpénétrer (composantes normales) et, d’autre part, que les deux fluides ne peuvent
pas glisser I’'un sur I’autre (composantes tangentielles) :

v (P)=0?(P), VPezx, (2.33)

ou X est I'interface entre les fluides.

s
nI Vv 3(‘:-»,,, 777777777777777777777777777 ;j,a:
Fluide 2 "’is" """""""""""""""""""" RN Fluide 2 :C}S ____________________________ - ‘ .
ro ';l r tF 1 »F 77777777777777777777777777777777777777777777 1
S— ,
Fluide 1 Tnp Fluide 1 J S1

FIGURE 2.6 — La courbure de la petite surface S est ici exagérée.

2. Equilibre des contraintes
La seconde condition a imposer a I’interface entre ces deux fluides est I’équilibre des contraintes
exercées le long de celle-ci. Elle s’obtient directement a partir de la loi de conservation de I’'impul-
sion. Cependant, quand deux fluides immiscibles sont en contact, des forces tangentes a I’interface
s’exercent perpendiculairement a toute ligne tracée sur cette surface ; ce qui tend a aplanir I’ interface
et ainsi réduire I’aire de contact. La force par unité de longueur qui apparait sur ces lignes est la
tension superficielle 7. Il est donc nécessaire de compléter la relation (2.12) pour prendre en compte
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cette force supplémentaire. Comme nous 1’avons fait dans la Section 1.4, nous considérons une
petite portion S de I’interface entre les deux fluides délimitée par un contour I" et de normale n.
Soit V le volume du cylindre droit de hauteur / construit de part et d’autre de la surface S comme
indiqué sur la Fig. 2.6. La relation (2.12) appliquée a ce volume s’écrit

d/ pvdm:/ pgdchr/ T.ndSqL]{ynrdf,
dr Jv() 140 av(r) r

ol nr est la vecteur normal unitaire a la courbe I et tangent a la surface S le long duquel la tension
superficielle agit et 72 est la normale extérieur au volume V. Nous faisons maintenant tendre % vers
0. Les intégrales de volume s’annulent ainsi que 1’intégrale sur la surface latérale du cylindre. Il ne
reste donc que les contributions provenant de S; et S, qui sont alors confondues avec S (et donc
Ny=-N|="n):

/ 20 0] .nds+j{ynr dr=o.
S r

Notons que ce résultat traduit simplement le fait que 1’interface est une surface géométrique et
que tous les effets de volumes sont alors nuls. Cette relation, qui exprime 1’équilibre des forces
appliquées sur I’interface, aurait donc pu €tre obtenu directement sans utiliser ce raisonnement. En
utilisant une version modifiée du théoréme de Stokes (A.23), nous obtenons

[[s2 =] nds+ [ 1957 yn(v-n)] ds=0
N S

ou Vg représente le gradient le long de la surface S et équivaut 8 V —n(n - V). Cette derniére
expression traduit simplement le fait que la composante du gradient normale a la surface S a été
retirée du gradient pour ne conserver que les contributions tangentielles. Comme la surface S est
arbitraire, nous obtenons

[7:(2> - r(l)} m=yn(V-n)-Vsy, = [r(2> - r(l)} ‘n=-2Hyn—Vsy, | (2.34)

ou on a utilisé un résultat de géométrie différentielle qui relie la divergence du vecteur normal
unitaire d’une surface a la courbure moyenne H : —V-n =2H = k] + k2, ol kj et k» sont les
courbures principales de la surface. Cette condition vectorielle est a appliquer en tout point de
I’interface X. Notons que le signe de la courbure moyenne change suivant le sens choisi pour la
normale. Par convention, la courbure x est positive si la normale pointe vers le centre de courbure
local et est négative autrement. Avec cette convention, la quantité Hn est indépendante du choix du
sens de la normale et est toujours dirigée vers le centre de courbure local.

2a. Tension superficielle uniforme
La condition (2.34) se simplifie dans de nombreux cas. Tout d’abord, la tension superficielle a
une interface fluide-fluide dépend de la température et de la composition de I’interface. Si nous
supposons qu’elle est uniforme, comme c’est souvent le cas, le gradient de tension superficielle
disparait partout sur I’interface : V gy = 0. Sous cette condition, les composantes tangentielle et
normale de cette condition s’écrivent

t- [T(Z) — r(”} -n =0, si Vsy=0 (composante tangentielle), (2.35a)

n- {7(2) — T(l)] nm=-2Hy=—(K1+K)Y (composante normale), (2.35b)
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ou t est le vecteur tangent unitaire a I’interface X.

Pour comprendre la signification physique de ces conditions, considérons des cas simples.
Regardons ce que devient la relation (2.35a) dans le cas ol I’interface entre deux fluides est plane et
parallele au plan (x,y) et que la vitesse de I’écoulement est parallele a I’axe x : v = (vy,0,0) avec
vy = vx(x,y,z). La normale unitaire d’une surface définie par I’équation X(x,y,z,7) = 0 s’écrit :

VX

Dans notre exemple, X(x,y,z,¢) = z—c = 0 ol ¢ est une constante. La normale de cette surface est
donc bien évidemment n = (0,0, 1). Le vecteur tangent unitaire est quant a lui perpendiculaire a
la normale : ¢-m = 0. Il vaut donc dans notre cas t = (cos 8,sin0,0), o 6 est I’angle que fait le
vecteur tangent avec 1’axe x. Dans ces conditions, la relation (2.35a) se simplifie grandement et
devient
li [Tig'z) - Ti(jl)} nj =t [Ti(ZZ) - i(zl)} =1, +fy7y(§) — 1) —fyTy(;) =0.

On voit donc que seules les composantes de cisaillement du tenseur des contraintes apparaissent
dans cette expression. Ces contraintes ont une origine purement visqueuse (elle n’existe pas pour
un fluide parfait) et ne font pas intervenir la pression. En effet, en utilisant la relative constitutive
(2.30), on trouve que

vy av)(cl) av)(f)
szzz.uvxz:“aizv Tyy =210y, =0, = .UITZ:.UZTZa

ou on a utilisé la définition (1.23) du tenseur taux de déformation v et I’expression du champ de
vitesse considéré ici (v = (vy,0,0)). Cette relation signifie simplement que les gradients de vitesse
a I’interface sont dans le rapport inverse des viscosités dynamiques.

La composante normale (2.35b) conduit a la loi de Laplace. Supposons que nous ayons la
configuration montrée dans la Fig. 2.6, que localement la normale 7 soit orientée suivant I’axe z,
n = e, et qu’il n’y ait pas de gradient de vitesse le long de 1’axe z. Dans ce cas, en utilisant la
relative constitutive (2.30), la relation (2.35b) se réduit a

@ D= p@ 10 = 2y = p)=p® _2HYy. (2.37)

Si, comme sur la Fig. 2.6, la normale pointe a I’opposé du centre de courbure, la courbure moyenne
H est négative et on retrouve bien le résultat connu que la pression dans le fluide 1 sera supérieure
a celle du fluide 2. Par exemple, si le fluide 1, au repos ou parfait, occupe une sphere de rayon R,
ou n est orienté vers 1’extérieur (n = e,), la divergence de la normale en coordonnées sphérique
(Section A.3.2) évaluée sur la surface de la sphere est V-m =2 /R = —2H ol on a tenu compte du
fait que la normale pointe dans le sens opposé au centre de courbure (H < 0). On trouve donc dans
ce cas pt) = p@ + 27/R qui est le résultat bien connu.
2b. Contact liquide-gaz

Notons de plus que la relation (2.35a) se simplifie encore dans le cas ol un des deux fluides est un
gaz. L’interface entre le liquide et le gaz est alors qualifiée de surface libre. En effet, dans ce cas,
la faible viscosité des gaz permet d’écrire la nullité de la contrainte tangentielle et 1’équilibre des
contraintes normales a I’interface comme :

¢ glliauide) pp o n- | p@IT 4 gliaide)| o — 2Hy. (2.38)
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3. Interface : condition cinématique
Finalement, il nous reste a déterminer la position de I’interface X. Pour ce faire, on postule qu’une
particule matérielle se trouvant a I’interface y reste au cours du temps. L’équation de la surface
peut s’écrire de maniere générale comme X(x,y,z,¢) = 0. Soit X les positions des particules
matérielles se trouvant a I’interface a un instant initial donné et x(¢) leur positions ultérieures,
on alors X(x(t),7) = 0 puisque ces particules restent a I’interface. On obtient donc 1’équation
d’évolution suivante pour I’interface

DL 9%
=" (v V)E= PeEX. 2.
o =5 (@ VIE=0 | ¥Pe (2.39)

Dans le cas courant ol I’équation de I’interface s’écrit sous la forme X(x,y,z,¢) = z— h(x,y,t) =0,
cette relation s’écrit alors explicitement

oh oh oh Dh
= — — —_— = — VPeX. 2.40
o ox Ty = b € (2.40)

Vz

11 s’agit de ce qu’on appelle la condition cinématique.

Fluides parfaits : contact avec une paroi

Lorsqu’un fluide parfait est en contact avec une paroi solide imperméable, on suppose que
le fluide ne peut pénétrer la paroi mais on n’impose aucune contrainte sur le non glissement de
celle-ci. La composante normale de la vitesse du fluide en contact avec la paroi est donc égale a la
composante normale de la vitesse, supposée connue, de cette paroi :

7 - Vfluide (P) = T Uparoi (P), VP e SC, (2.41)

ou S, est la surface de contact entre le fluide est la paroi. Si la paroi est au repos dans le référentiel
utilisé pour décrire le mouvement du fluide, on aura bien évidemment 7 - vgyige (P) = 0 VP € S..

p) Enréalité, un fluide ne peut presque jamais « glisser » le long d’une paroi : sa vitesse relative s’y
annule complétement. Cette annulation totale de la vitesse se produit souvent sur des distances tres
courtes, a 'intérieur d’une couche limite. Pour décrire ce phénomene, le modele du fluide parfait
doit étre complété par I’introduction de la viscosité. Il arrive souvent, cependant, que les effets de
viscosité restent négligeables en dehors de ces couches limites et que les modeles (2.26) et (2.28)
restent tres bons pour décrire la majeure partie de 1’écoulement.

Fluides parfaits : contact entre deux fluides immiscibles
1. Continuité du champ de vitesse

On impose uniquement que les fluides ne peuvent s’interpénétrer (composantes normales) sans
interdire un glissement a I’interface :

n-oV(P)=n-v?(P), VPex, (2.42)

ou X est I’interface entre les fluides.
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2. Equilibre des contraintes
Cette condition s’obtient directement a partir de la relation (2.35b) en identifiant le tenseur des
contraintes a sa seule composante de pression :

Py Zopy, (243)

ou on se souviendra de la convention de signe pour H (la pression doit étre plus élevée du coté de
la concavité de I’interface).

Condition initiale
Notons finalement que comme les équations (2.28) et (2.31) sont des équations aux dérivées
partielles du premier ordre en ¢, on devra spécifier le champ de vitesse v a I’instant initial.

Résumé

Les conditions aux limites a imposer dans le cas d’un liquide newtonien et parfait en contact
avec une paroi fixe et ayant un surface libre en contact avec I’atmosphere sont résumées dans la
Fig. 2.7.

a n Air b n Air
/ t
z = h(z,y,t) : D= Patm — 2H~,v, = Dh/Dt z=h(z,y,t) : Tt = 0, Tan = —Patm + 2H~,v, = Dh/Dt
Lo,
=0:v,=0 L . Yy 2=0:v,=v, =v, =0 - .
T \ Liquide parfait > \ J Liquide newtonien

FIGURE 2.7 — a. Exemple de conditions aux bords pour un liquide parfait en contact avec un gaz parfait et
une paroi fixe. b. Exemple de conditions aux bords pour un liquide newtonien en contact avec un gaz parfait
et une paroi fixe.

Relations constitutives : solides
Module de Young

L’expérience la plus simple que 1’on peut effectuer pour obtenir une relation entre une contrainte
imposée et la déformation résultante est d’étirer uniaxialement une tige d’un matériau donné, de
section circulaire par exemple. Si on porte en graphique la contrainte o, qui sera la force appliquée F
divisée par la section de la tige S (o = F/S), en fonction de la déformation &, qui sera I’allongement
relatif € = (L — Ly)/Lo ol Ly est la longueur initiale de la tige et L sa longueur au cours de
I’expérience, on obtiendra typiquement une courbe comme celle montrée dans la Fig. 2.8(a). On a
y voit trois régimes :

— Régime élastique : Dans ce régime, le solide retrouve sa forme initiale lorsque la contrainte
n’est plus appliquée. Les déformations élastiques sont donc par définition réversibles. Ce
régime correspond a la région OB de la Fig. 2.8(a) et est subdivisé en deux régions :

— Régime élastique linéaire : Pour des déformations inférieures a un seuil critique,
0 < € < g1, la déformation est proportionnelle a la contrainte :

o=Ee. (2.44)

La constante de proportionnalité est appelée module de Young (ou module élastique).
La Table 2.2 donnent les valeurs du module de Young pour certains solides. Ce régime
correspond a la région OA de la Fig. 2.8(a).
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— Régime élastique non linéaire : Pour des déformations supérieures mais inférieures a
un seconde seuil, £ < € < &, la déformation n’est plus proportionnelle a la contrainte
mais reste élastique. Ce régime correspond a la région AB de la Fig. 2.8(a).

— Régime plastique : Pour des déformation supérieures au second seuil, € > &, des déforma-
tions permanentes subsistent dans le matériau lorsque la contrainte n’est plus appliquée. Ce
régime correspond a la région BD de la Fig. 2.8(a). Le point C correspond a la contrainte
maximale que 1’on peut appliquer au matériau. Si, arrivé a ce point, on continue d’étirer le
matériau, il peut rompre (point D). Pour un matériau dit fragile (cassant), le point C et D sont
tres rapprochés. Pour un matériau dit ductile (comme les métaux), les points C et D sont plus

espacés.
Elastique Plastique
A‘ 'l‘ 'i T T 4 T
a | ¢ | b o[ — FC-0205 Acier 1 ¢
I ' ——  TiBAI6V2Sn alliage titane [
o D —— AMBG60 alliage magnesium | —— PDMS Sylgard 184
B ——- Hooke , 3F ——- Hooke b
<) 150 / 1 »
g|” g g
£ o y S o 1
© ~ 1r / 8 =
= © / © P
o / L e
O 05F 1 T 2 ]
O Il Il 0 L Il
> 0 0.01 0.02 0.03 0 1 2
0 81 82 . .
Déformation ¢ € €

FIGURE 2.8 - a. Courbe contrainte-déformation typique ot 6 = F /S avec S = 7rD(2) /4 et F la force appliquée
etoil € = (L—Ly)/Lo. b. Courbe contrainte-déformation pour trois métaux (alliages). Source : www. cavs.
msstate. edu/icme/materials. php. c. Courbe contrainte-déformation pour un élastomére [54].

La Fig. 2.8(b) montre des courbes contrainte-déformation pour trois types alliages. On constate
que le détail de ces courbes dépend du matériau considéré méme si leur allure générale est similaire.
Par contre, quand on consideére un autre type de matériau comme un élastomere, 1’allure de la
courbe change comme montré sur la Fig. 2.8(c). Ces matériaux peuvent supporter des déformations
bien plus grandes que les métaux, jusque pres de trois fois leur longueur initiale dans cet exemple,
tout en restant dans le régime élastique. Les valeurs des contraintes sont aussi beaucoup plus
faibles (pres de 3 ordres de grandeur). Pour de faibles déformations, les chaines de polymeres sont
progressivement dépliées. Ensuite, pour des déformations plus grandes, les chaines de polymeres
sont progressivement étirées ce qui conduit a un régime différent et a la « rigidification » observée
dans ce graphe (contrainte plus grande que celle donnée par la loi de Hooke pour une déformation
donnée).

Dans ce cours, nous nous limiterons a 1’étude de 1’élasticité linéaire qui est valable pour
des déformations suffisamment petites. Ce régime existe pour tous les matériaux mais la valeur
maximale des déformations permises dépend du matériau considéré. Si on considere les métaux, la
Fig. 2.8(b) indique que ce régime est caractérisé par de tres petites déformations pour lesquelles
les configurations du systeéme déformé sont « proches » de la configuration avant déformation
(qu’on suppose étre un état d’équilibre ol toutes les contraintes s’annulent). Dans ce contexte, on
pourra donc faire I’hypothese des petites perturbations et confondre les descriptions eulérienne et
lagrangienne.

Solides hookéens : équations de Navier

Lorsqu’un solide est étiré uniaxialement, la relation constitutive empirique (2.44) montre qu’il
existe une relation linéaire entre le tenseur des contraintes T et des déformations € puisque cette


https://www.cavs.msstate.edu/icme/materials.php
https://www.cavs.msstate.edu/icme/materials.php
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Solide p E v Solide p E v
Métaux Alliage

Argent 10500 83 0.37 Acier 7800 206 0.28
Cuivre 8941 130 0.34 Bronze 8800 108

Fer 7800 196 0.29 Fonte 7100 125 0.23
Plomb 11350 16 0.44 Laiton 8050 115 0.37
Tungstene 19293 411 0.28

Matériaux naturels Matériaux divers

Caoutchouc 920 2107% 0.50 Béton 2300 50 0.20
Chéne 760 12 Diamant 3515 1050 0.10
Cheveu 1300 10 Glace 917 10 0.33
Email dentaire 3000 82 Granite 2532 54 0.23
Os 2300 30 Marbre 2765 48  0.23
Soie d’araignée 1300 25 Verre 2532 72 0.23

TABLE 2.2 — Masse volumique p (kg m—3), Module de Young E (GPa) et Coefficient de Poisson v de
quelques solides. Quand un intervalle de valeurs possibles existe, la valeur moyenne est présentée. Source :
Materials Handbook [55] et Wikipédia.

équation peut se réécrire comme suit
Tox = E€xy,

oll Ty = O et & = (L—Lo) /L. Comme nous le savons depuis la discussion menée a la Section 2.2.3,
la relation linéaire la plus générale entre 7 et € peut s’écrire sous la forme

Tij = Aijke Exe-

Cette relation implique donc un tenseur d’ordre 4, A;jx, qui contient a priori 3% = 81 éléments.
Cependant, puisque 7 et v sont tous deux symétriques, le tenseur A posséde au plus 6% = 36
éléments qui devraient en général étre déterminés pour spécifier la relation constitutive. Comme
nous I’avons fait pour les fluides, nous nous limiterons ici aussi a I’étude des matériaux isotropes.
Dans ce cas, on peut montrer que la seule forme possible de ce tenseur est [52]

Aijre = A 8;j 8o+ 1 (8 80 + 80 B ) -

En utilisant cette forme pour le tenseur A, on obtient directement la relation constitutive d’un solide
hookéen

Tij = 2u8ij+7tskk5ij, (2.45)

ou A et u sont les coefficients de Lamé (Gabriel Lamé, 1795-1870) qui permettent de caractériser
un matériau hookéen isotrope.

Maintenant que I’expression (2.45) du tenseur des contraintes est connue, on peut I’utiliser dans
la loi de conservation de 1’impulsion (2.13) pour obtenir les équations de Navier pour un solide
hookéen dans la limite des petites déformations

azu,- 82uj 82ui
p o012 *pgl—i_(l—i_“’) axiaxj+uaxjaxj7 (246)
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ou, sous forme vectorielle,

32
pa—t‘; —pg+ (A +0)V(V-u)+ uViu, (2.47)

ou le terme non linéaire d’advection, (v - V)w, est négligé dans I’expression de 1’accélération
puisque nous sommes dans le cadre de 1’élasticité linéaire.

p) Cette équation a été obtenue par Navier en 1821 mais avec une seule constante €élastique. Cauchy,
rapporteur du mémoire soumis par Navier a I’ Académie des sciences, s’intéressa a ce probleme.
Apres avoir correctement formulé la notion de contrainte, comme nous 1’avons vu, il établit
I’équation de 1’élasticité sous sa forme actuelle.

Les coefficients de Lamé ne sont pas les plus utilisés. Certaines combinaisons de ces deux
parametres ont des significations particulieres et des noms propres. Nous allons en discuter certaines
ci-dessous.

Contrainte de cisaillement pur : Considérons le champ de déplacement suivant u = (ytan6,0,0).
Cela signifie que les points situés initialement en X, se trouveront localisés en X +u. Vu la
forme de wu, seule la composante x de chaque point sera déplacée d’une quantité proportionnelle
a leur position suivant y. On a donc bien un cisaillement comme montré sur la Fig. 1.9. On
calcule immédiatement a 1’aide de la définition du tenseur des déformations (1.20) que sa seule
composante non nulle est &, = (tan0) /2. Par conséquent, I’équation (2.45) nous informe que la
seule composante non nulle du tenseur des contraintes est T,, = [l tan 6 ou encore Ty, ~ (U 6 pour
les petites déformation. On appelle donc u le module de cisaillement [shear modulus].
Contrainte isostatique : Considérons le champ de déplacement suivant u = (o/3)(x,y,z). Il
correspond a un accroissement relatif de volume V-u = « (voir (1.21)). Le tenseur des dé-
formations d’écrit alors &; = (o/3) §;;. Les composantes du tenseur des contraintes sont donc
Tij = (2u/3+A) a ;. On appelle donc K =2u /34 A le module d’élasticité isostatique.
Contrainte uniaxiale : Considérons, comme dans la Section 2.3.1, une tige étirée le long de 1’axe x.
Dans ce cas, la tenseur des contraintes s’ €crit

Tij = Tex 0j1 01

La seule composante non nulle de T est donc 7. En effet, il n’y a pas de contrainte appliquée sur la
surface latérale de la tige, donc 7;;n; = 0 ol m est le vecteur normal a cette surface. Comme 12 - e, =
0,onan = (0,cos0,sin0). En choisissant 6 = 0 et & = 7/2, on trouve facilement que la condition
7;;n; = 0 implique que seul 7, est non nul. La relation (2.45) implique alors immédiatement que
toutes les composantes &;; avec i # j sont nulles. Le tenseur des déformations infinitésimales est
donc diagonal. Ces composantes sont également obtenues a partir de I’équation (2.45) et du fait
que Ty, = T, =0

A

2(‘[,1 + 2{) Exx = —Véu, (248)

&y =& =—
ou Vv est le coefficient de Poisson [Poisson ratio] (Siméon Denis Poisson, 1781-1840). On peut
montrer que —1 < v < 1/2. En pratique, le coefficient de Poisson varie entre 0 et 1/2. Comme
discuté dans la Section 1.3.1, €; donne 1’allongement relatif de longueur dans la direction i. Comme
la tige s’allonge dans la direction x, €, > 0. La relation ci-dessus montre donc que la tige se
comprime dans les directions transverses y et z. On peut d’ailleurs voir facilement a I’aide de la
définition du tenseur des déformations infinitésimales (1.20) que le champ de déplacement est donné
par u = (& X, £y, & 2). Le coefficient de Poisson mesure donc le rapport entre la compression
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transverse et I’extension longitudinale. En calculant la trace du tenseur des déformations, on obtient
la variation relative de volume subie par la tige, voir Eq. (1.21). A I’aide de I’équation (2.48), on
trouve

V-V
Vo

=Tr(e) = (1 —2V) & (2.49)

Lorsque v = 1/2, il n’y a pas de changement de volume et le matériau est alors incompressible.
Enfin, en utilisant une derniere fois (2.45) avec (2.48) on obtient
u(2u+31)
Txx = T 2 Exx = E&yy, (2.50)
ou E est le module de Young (Thomas Young, 1773-1829).

A la place des coefficients de Lamé A et u, on choisit fréquemment d’utiliser E et v, car, d’une
part, cela occasionne des économies d’écritures comme nous le verrons ci-dessous et, d’autre part,
v est sans dimension (voir Table 2.2 pour les valeurs de ces deux parametres pour quelques solides).
Cela permet d’avoir des ordres de grandeurs en téte surtout en ce qui concerne E puisque V joue un
role plus mineur. Les deux relations (2.48) et (2.50) s’inversent aisément pour donner :

VE E
_ - - 2.51
arvia—2vy H*7 201w @31
La relation (2.45) s’écrit aussi
E \%
Tij = Trv (Eij + Ty & 5ij> ; (2.52)

Cette relation s’inverse aisément. Pour ce faire, on calcul la trace de cette relation, E€y = (1 —
2V) Ty, qu’on réinjecte dans la méme relation (2.52). On peut alors isoler €;; pour obtenir

Egj=(1+V)T;— VT 6. (2.53)

Energie élastique

Les résultats obtenus dans cette sous-section peuvent s’ obtenir directement des résultats obtenus
dans la Section 2.1.5. Cependant, nous découplons volontairement ces deux parties du texte. En
prenant le produit scalaire de I’équation de 1I’'impulsion (2.13) avec le champ de vitesse, on obtient

p Dv|?
2 Dr

Le dernier terme peut encore s’écrire comme

=pg-v+v-(V-1)=pg-v+V-(1-v)—7: Vo.

T:Vv=1:G=1:(V+®)=71:0, (2.54)

ou on a utilisé 1’équation (1.23) et le fait que la contraction entre le tenseur des contraintes, qui
est symétrique, et le tenseur taux de rotation, qui est antisymétrique, est nulle. En supposant de
plus que les forces de volume dérivent d’un potentiel indépendant du temps, pg-v = —pv-VP =
—pD®/Dt, on obtient I’équation (2.22)

D (|v? _ ,
pa <2+CI)> —V'(’C"U)—’C. V.
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En intégrant cette équation sur un volume V (¢), en utilisant le théoréme de transport (2.4) pour le
membre de gauche et le théoreme de Green-Ostrogradski (A.19) pour le premier terme du membre
de droite, on obtient

dU, d lv|? >
——m_ - Ll BV 9 G | :/ T-v)- dS—/ T:vdx, 2.55
dr dt /V(t)p< 2 ¥ av(z)( v):m 140 v (253

ol Uy, est I’énergie mécanique comportant I’énergie cinétique et potentielle d’origine gravitation-
nelle.

Calculons le dernier terme de I’équation (2.55) pour un solide hookéen soumis a une déformation
infinitésimale :

A 2) _ oW (2.56)

oe dgi;i 0

T:V=T: - = (2u&;+Aendj) =L == | uei+>¢ —
g — \HHETABMO) 5= 5 \HET S8 | =5

ol on a utilisé la relation (1.27) entre le tenseur taux de déformation et le tenseur des déformations

infinitésimales ainsi que la relation constitutive (2.45) et ou W est la densité d’énergie élastique :

A 1 d
W = uek+ = el = ~ 1€, W _ 7;; (matériau hyperélastique). (2.57)
) 2 (98,']'
La relation (2.55) devient alors
dUn, 224% dw
—= T-v -ndS—/ —dm:/ T-v)ndS——+ V- Wwo) dx, (2.58
dr /aV(t)( ) v(e) Ot av(z)( ) dr  Jvo (W) (2.58)
ou on a appliqué le théoréme de transport a I’énergie élastique
W:/ Wdz. (2.59)
V()

En appliquant une derniere fois le théoreme de Green-Ostrogradski a 1I’équation (2.58), on obtient

‘M“:d(Um+W):/ [£-0+ W] - dS. (2.60)
dr dr v (1)

L’équation (2.60) indique que, bien évidemment, lorsque des forces appliquées effectuent un
travail, I’énergie mécanique varie. Lorsque ce travail cesse, le flux aux bords du domaine est nul,
et I’énergie mécanique est conservée, dUy,/dr = 0. L’énergie stockée sous forme élastique peut
donc étre réutilisée entierement; il n’y a pas de perte. Aussi, les équations de Navier sont-elles
conservatives. Notons aussi que 1’équation stationnaire de Navier résulte de la minimisation de la
différence entre 1’énergie élastique et gravitationnelle et que pour avoir W > 0, il faut et il suffit
que K >0etu >0.

p) Limportance de W vient du fait que (2.57) est souvent pris comme point de départ pour I’élabo-
ration d’une loi constitutive. Dans ce cas, (2.57) est vu comme le développement aux premiers
ordres d’une énergie libre. Cette approche est utile en élasticité non linéaire, pour s’assurer que
la loi de comportement non linéaire choisie pour modéliser un matériau ne viole pas le premier
principe de thermodynamique. De plus, historiquement, et méme avant la découverte des équations
de Navier, I’évocation d’une énergie et sa minimisation a souvent été la méthode de construction
de modeles mathématiques en élasticité.

Calculons le dernier terme de 1’équation (2.55) pour un fluide newtonien incompressible :

T:0 = (—p&jj+2U0;;)V;j = —pU;i + 20V = —p V-0 + 20} = 210}, (2.61)
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La relation (2.55) devient alors

du,
Hmo_ T-v)-ndS—2 / v2 de. 2.62
% /av(z)( v)n u v %0 T ( )

Donc, lorsque le travail des forces appliquées cesse, I’énergie mécanique n’est pas conservée et
se dissipe, a cause des frottements visqueux qui la transforme en énergie thermique, avec un taux
donné par la relation
dy,
— 2 =-2u / v dz < 0. (2.63)
dr V()

Les équations de Navier-Stokes sont donc dissipatives.



3.1
3.2
3.3

4.1
4.2
4.3

Fluides : vagues, sillage et lubrification .........
Adimensionnement de |I'équation de Navier-Stokes
Ecoulements fluides parfaits

Ecoulements fluides visqueux

Solides : tige, plaque et instabilités ............
Tige et plague : théorie linéaire

Tige et plague : théorie non linéaire

Structures plissées






3.1

es : vagues, sillage et lubrific

3. Fluid

——

ation

Adimensionnement de I'’équation de Navier-Stokes

Adimensionner les équations en physique est une démarche importante qui permet d’une part, de
réduire le nombre de parametre effectifs du probleme et d’identifier leurs combinaisons pertinentes
et, d’autre part, d’obtenir de parametre sans dimensions. On peut alors déterminer des régimes
asymptotiques, ou ces parametres adimensionnés sont petits ou grands devant 1, pour lesquels

la dynamique est simplifiée. Nous allons ci-dessous adimensionner I’équation de Navier-Stokes.

Pour ce faire, imaginons un écoulement dans une géométrie donnée de grandeur caractéristique
L. Cette dimension peut étre par exemple : une tasse (L ~ 5 cm), un tuyau d’arrosage (L ~ 1 cm),
une piscine (L ~ 10 — 50 m), un cours d’eau (L entre quelques cm et plusieurs km), etc. Imaginons
qu’on connaisse également le temps caractéristique du phénomene étudié, 7. On connait alors une
vitesse caractéristique V = L/T. De maniére équivalente, si au lieu de connaitre le 7', on connait
une vitesse caractéristique de 1’écoulement, V, on obtient le temps caractéristique 7 = L/V.

On peut alors utiliser ces grandeurs caractéristiques pour changer les échelles de longueur et de

temps du probleme pour qu’ils soient du méme ordre de grandeur que ces quantités caractéristiques.

Par exemple, si la distance caractéristique est le diametre d’un tube dans lequel un écoulement a
lieu, alors les longueurs seront mesurées comme un multiple de ce diametre. On écrit alors

x=Lx, t=(L/V)I', v=V, 3.1)

ol on a supposé que L et V étaient connu et ot v’, &, ¢’ sont maintenant des quantités sans
dimension. Par substitution dans 1’équation de Navier-Stokes (2.31), on obtient
Dv' L 1 u

_ 2./ /I
D v VP Ty VY Ve =0

Ainsi, en définissant les quantités adimensionnées suivantes,

,_ L 14 _ pVL

/
9 =779 P = ) & s

= (3.2)

et en omettant les primes pour ne pas alourdir les notations, on obtient la forme adimensionnée de
I’équation de Navier-Stokes pour un fluide newtonien incompressible

Dv 1, pVL
—=g— — cv=0 Re =— bre de R lds). (3.3
o =9 Vp+ Rev v, V.o , e i (nombre de Reynolds). (3.3)
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On constate donc qu’il ne subsiste des grandeurs caractéristiques initiales que Re dans cette
équation sans dimension. Il s’agit du nombre de Reynolds qui représente le rapport entre les
forces d’inertie (proportionnelles & pV') et les forces visqueuses (proportionnelles a (). Du fait
des renormalisations (3.1) et (3.2), on peut raisonnablement s’attendre a ce que v’, g/, p’ soient
d’ordre 1. Aussi I'importance relative du dernier terme dans la premiere équation de (3.3), c’est-a-
dire I’'importance des effets visqueux par rapport aux effets inertiels, est déterminée par Re. Deux
cas limites se dégagent immédiatement de cette analyse.
1. Ecoulements pour Re > 1 :

Loin des bords du domaine ou I’écoulement a lieu, on peut supposer en premiére approximation
que

D
D—Q;:g—Vp, V=0, @ Re> L (3.4)

C’est I’équation d’Euler pour un fluide parfait incompressible. Donc, le fluide peut étre considéré
approximativement comme un fluide parfait incompressible presque partout dans ce régime. Pres
des bords, des phénomenes de couches limites apparaissent et la viscosité ne peut plus étre ignorée
pour pouvoir tenir compte de la condition de non glissement.
2. Ecoulements pour Re < 1 :

Dans ce régime, c’est le dernier terme qui domine, et généralement la pression et I’accélération
gravitationnelle doivent alors étre mise a I’échelle par la relation p’ = p” /Re et g’ = g /Re, ce qui
donne en premiére approximation (en omettant de nouveau les primes)

Viv=Vp—g, V-v=0 Re<l. (3.5)

Il s’agit de I’équation de Stokes adimensionnée, qui décrit I’écoulement d’un fluide newtonien
incompressible en régime permanent et a faible nombre de Reynolds. C’est simplement I’équation
de Navier-Stokes pour un écoulement stationnaire ot le terme inertiel pv - Vv ~ pV?/L est
négligé par rapport au terme visqueux uV>2v ~ uV /L%, Le premier est négligeable devant le
second si pV?/L < uV /L?, c-a-d si Re < 1. Notons que lorsque les forces de volume g dérivent
d’un potentiel, cette équation se simplifie encore. Par définition, on a alors V pg = pg. Si g est
I’accélération gravitationnelle, alors V pg est simplement le gradient de pression hydrostatique.
A T’aide des différents adimensionnements, on trouve V py = g”. En omettant les primes, le
membre de droite de 1’équation de Stokes (3.5) s’écrit alors V(p — po). En pratique, on n’écrit
pas explicitement py qui sera alors pris en compte implicitement dans la variable p. L’équation
adimensionnée de Stokes s’écrit alors

Viv=Vp, V-v=0, Re < 1. (3.6)

On voit que la structure des équations est tres différente suivant que Re > 1 ou Re <« 1,
ce qui augure des comportements qualitativement trés différents aussi. L’équation de Stokes est
typiquement utilisée pour décrire des écoulements aux « petites » échelles spatiales ou impliquant
un fluide « treés visqueux ». Noter que le recours aux grandeurs sans dimensions donne un sens précis
aux mots « petit » et « trés » — c’est 1a tout I’avantage de la procédure. Un autre enseignement a tirer
de I’équation (3.3) est que toute grandeur globale de 1’écoulement ne dépend de ses parametres
caractéristiques qu’a travers le groupement Re = pLV /u = LV /v (ol v est la viscosité cinématique).
Le recours aux grandeurs sans dimensions est tres utile pour les calculs numériques et analytiques.
Il permet de simplifier les notations en réduisant le nombre de symboles, donc les risques d’erreur
et, s’il est judicieusement opéré, permet de supposer que les grandeurs traitées sont toutes d’ordre 1.
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Cependant nous n’exclurons pas 1’écriture des équations en dimensions dans la suite, car les
symboles dimensionnels rappellent le sens physique de certains termes (par exemple, pDv /Dt pour
Iinertie, V2w pour la viscosité).

Ecoulements fluides parfaits

Nous venons de voir qu’un fluide visqueux pouvait étre modélisé presque partout comme un
fluide parfait lorsque Re >> 1. Nous allons donc discuter de quelques écoulements de fluides parfaits
dans cette Section puisque ce modele est pertinent dans de nombreuses situations.

Equation d’évolution de la vorticité

Une propriété importante du champ de vitesse est sa vorticité qui a
été introduite par 1’équation (1.24). Nous allons obtenir ci-dessous son
équation d’évolution pour un fluide parfait. Tout d’abord, rappelons
que, comme nous I’avons vu avec I’exercice 1.1, w est le vecteur de
vitesse de rotation moyenne des axes initialement cartésiens attachés a
un paquet fluide (voir également Ref. [40] pour de nombreux exemples
d’application) et que I’intégrale de la vorticité sur une surface est aussi,
selon le théoreme de Stokes (A.21), égale a la circulation du champ
de vitesse sur le pourtour de celle-ci (voir Fig. 3.1) :

/w-ndS:jl{v-dZ. 3.7
S r FIGURE 3.1 - Lien entre

o . .. . L vorticité et circulation du
Pour obtenir I’équation d’évolution de la vorticité, nous avons  champ de vitesse ot la nor-

besoin de I’identité suivante qui est obtenue directement de la définition  male n sort du plan.
(1.24)de w :

w=Vxv, = wxv:(vV)v—%V!v!z, (3.8)

puisque, (W X v); = &jk€jmn(ImVn) Vi = (OmOin — SnOim) (Imvn)vi = (dvi)vk — (divi)vk. En éli-
minant le terme d’advection entre cette identité (3.8) et I’équation d’Euler (2.26), I’équation de
I’impulsion se réécrit comme suit

dv 1 1

—twxv=g——Vp—=-V|v. 3.9
at+wvgpp2]v] (3.9)
Nous savons qu’un gaz parfait subissant une transformation réversible est caractérisé par 1’équation
d’état de Laplace (2.27). On déduit alors aisément (Voir Exercice 3.1) que

1
—Vp= . V%, ou 7 est I'indice adiabatique. (3.10)

p Py

Dans le cas d’un fluide incompressible, Dp /Dt = 0 et p est donc uniforme a tout moment s’il I’est
initialement. On aura donc dans ce cas (Vp)/p = V(p/p). On peut résumer ces deux situations
en écrivant

Y
Y—1

;Vp =BV <p> , B =1 (incompressible); B = (isentropique).  (3.11)
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En outre, on peut souvent supposer que g dérive d’un potentiel : g = —V®. L’équation (3.9) s’écrit
finalement :
dv p 1, 5
—-— xv=-V|®P+p=+— . 3.12
o rwxo=—9 (04213 612

La quantité entre parentheses peut étre interprétée comme une énergie par unité de masse d’une
particule matérielle. Le membre de droite étant un gradient, on peut I’éliminer en prenant le
rotationnel de cette équation de maniere a obtenir une équation qui implique uniquement la vitesse
v

d dw
E[Vx'vH—Vx([va]xv)z§+Vx(wxv):0. (3.13)
11 s’agit de 1’équation d’évolution de la vorticité qui peut encore d’écrire sous une autre forme. En
utilisant I’expression du rotationnel d’un produit vectoriel et en se rappelant que la divergence d’un
rotationnel est identiquement nulle (Annexe A.3.2), on trouve finalement 1’équation d’évolution de
la vorticité sous la forme

D
D%):(“"V)”_wv’”' (3.14)

On note en particulier que si w est nul partout initialement, il le restera nul au cours du temps.
De plus, pour un fluide incompressible (V-v = 0) et bidimensionnel (w - v = 0), la vorticité est
automatiquement conservée.

Exercice 3.1 Montrer que I’identité (3.10) est valable pour des transformations réversibles
(isentropiques) d’un gaz parfait. =

Equations de Bernoulli
Ecoulement stationnaire

Considérons un écoulement stationnaire et prenons le produit scalaire de v avec la relation
(3.12). Puisque w X v est un vecteur orthogonal a v, on trouve immédiatement que

1 1
v-V<<I>+BI;—|—2|’U|2> =0. = <I>+ﬁ§+§\v\2:constante (3.15)

le long d’une ligne de courant

Ainsi, I’énergie par unité de masse d’une particule matérielle est constante le long d’une ligne de
courant. La valeur de cette constante change néanmoins d’une ligne de courant a I’autre. Il s’agit de
I’équation de (Daniel) Bernoulli établie en 1738. Notons qu’en utilisant 7;; = — p ;; dans 1’équation
(2.22) tout en tenant compte de la relation (3.11) et qu’il s’agit un écoulement stationnaire, on
obtient directement la relation (3.15).

Ecoulement non stationnaire et irrotationnel

Soit un écoulement irrotationnel. Par définition, w = V x v = 0. Dans ce cas, la vitesse peut
s’écrire comme dérivant d’un potentiel ¢ puisque le rotationnel d’un gradient est identiquement
nul :

v=V¢ si w=0. (3.16)
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L’écoulement est alors appelé écoulement potentiel. Sous ces conditions, 1’équation de I’impulsion
(3.12) devient

29 p . 1 _
v(at+q>+/3p+2yvy ) =0.

La quantité entre parentheéses ne dépend donc pas de 1’espace, ce qui donne

P 1
£+¢+ﬁ£+2yv12:0, ol v=V¢ et g=-Vo, (3.17)

ol le membre de droite de la premiere équation peut &tre posé égal a zéro sans perte de généralité,
puisqu’on peut ajouter a ¢ une fonction arbitraire f(¢) sans affecter v, voir Eq. (3.16). 1l s’agit
d’une seconde forme de 1’équation de Bernoulli valable cette fois dans tout le volume du fluide si
les hypotheses effectuées sont réalisées. En multipliant cette relation par p, on constate que chaque
terme a les dimensions d’une pression : p est la pression statique, p<P est la pression hydrostatique
lorsque g est I’accélération gravitationnelle et p |v|? /2 est la pression dynamique qu’on utilise pour
calculer les coefficients de trainée, voir Section 3.3.2. A un facteur 1/2 pres, il s’agit du flux de la
densité volumique de quantité de mouvement ((pv) - v/2); c’est aussi I’énergie cinétique par unité
de volume. Elle mesure 1’augmentation de pression dans le fluide due & son mouvement.

p) Lhypothése w = 0 se rencontre dans de nombreux cas pratiques puisque, si w est nul initialement
dans un paquet fluide, il le restera ultérieurement d’apres (3.14).

Fluide compressible dans une tuyére

Considérons I’écoulement isentropique et sta-
tionnaire d’un gaz le long d’une tuyere de section
S variant lentement le long de son axe ou nous pla-
cons I’axe x, voir Fig. 3.2(a). Puisque la section va-
rie lentement le long de x, on peut supposer vy < vy
et v, < v, et considérer qu’il s’agit en premiere
approximation d’un écoulement unidimensionnel
avec une vitesse v = v, (x). L’écoulement étant isen-
tropique, nous obtenons une premiere relation :
pp ¥ = constante (voir Eq. (2.27) et Exercice 2.1).
L’écoulement étant stationnaire, la conservation de
la masse (2.8) implique que V-(pv) = 0. En inté-
grant cette relation sur un volume V,;, délimité par
les deux sections de la tuyere S, et S, on obtient :

V-(pv)dx = pv-ndS=0
Vab aVab

= PbeSb = pavaSa’

FIGURE 3.2 — a. Schéma de 1I’écoulement dans

ol p; et v; sont les densités et vitesses au niveau de

la section S;. Notons que ’intégrale de surface le ., . . )
Si q & au musée d’astronautique de Saint-Pétersbourg. c.

long de Ia p‘rflmi de la tuyere vaut 0 puisqqe U M Test d’un moteur de fusée cryogénique (Common
y est nul, voir Eq. (2.41). Comme ces sections S, Extensible Cryogenic Engine).

et S, sont arbitraires, on en déduit qu’a I’intérieur
de la tuyere nous avons la seconde relation suivante : pvS = constante. Finalement, 1’équation de

une tuyere. b. Moteur de fusée RD-107 exposé
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Bernoulli (3.15) nous fourni une troisi¢éme relation p/p +1?/2 = constante ot le rdle mineur de
la gravité a été négligé.

Nous pouvons maintenant utiliser ces trois relations pour étudier la variation de la vitesse avec
la section S. Si le fluide était incompressible, on saurait immédiatement qu’une diminution de
section entrainerait une accélération du fluide, par conservation de la masse. Regardons ce qu’il
en est dans le cas présent. Comme les trois relations obtenues dépendent de constantes arbitraires,
nous les différencions pour obtenir un systeme de trois équations a trois inconnues, dp, dv, dp, a
résoudre en fonction de dS :

1 Y dv dp dS dp dp
—dp—=-dp=0, —+—+—=0, B——Bp—+vdv=0. (3.18)
p p v p S p p?
équation d’état conservation masse impulsion : Bernoulli
Ce systeme se résout sans peine et on trouve
ds dv dS [1-M*\d s [1-M*\d
Lt R L2 L (3.19)
S v S M2 p S yYM? p

ou on a utilisé B = y/(y—1) qui est la valeur correspondant a une transformation isentropique,
voir Eq. (3.11), et ot M = v/c est le nombre de Mach (Ernst Mach, 1838-1916) et ¢> = yp/p est
la vitesse du son (Exercice 3.2). La premiere de ces trois relations est parfois appelée équation de
(Pierre-Henri) Hugoniot (1851-1887). Ainsi, pour des vitesses subsoniques, M < 1, une diminution
de section (dS < 0) entraine une accélération de 1’écoulement (dv > 0) mais pour des vitesses
supersoniques, M > 1, c’est I’inverse qui se produit. En particulier, lorsque M > 1, une augmentation
de la section (dS > 0) conduit a une accélération du fluide (dv > 0). En conséquence, si on souhaite
accélérer un gaz au repos pour qu’il atteigne une vitesse supersonique, on doit d’abord avoir un
rétrécissement de la section de la tuyere pour amener le gaz jusqu’a la vitesse du son et ensuite
avoir un élargissement de la section pour I’accélérer au-dela de la vitesse du son. Ce résultat permet
donc de comprendre la forme caractéristique des tuyeres, voir Fig. 3.2(b,c).

Exercice 3.2 En linéarisant les équations (2.26) autour de v =0, p = po et p = pg et en
utilisant (2.27), montrer que la déviation de la pression p; autour de son point d’équilibre
satisfait I’équation 92 p; /91> — c>V?p1 = 0 ol ¢ = ypo/po, ce qui démontre I’existence d’ondes
acoustiques se propageant a la vitesse c. n

Vagues en eau profonde

Une classe importante de problemes, ou la des- n Air
cription en termes de fluide parfait s’applique bien, 7
est celle des ondes de surface, tant que 'on ne $’in- = (4, ¢) : p = pays — 2H~, v, = Dh/Dt lg

téresse pas aux effets de 1’atténuation des ondes -
due a la viscosité. Cette description metenjeule  _ . o _ L
couplage entre les déformations de la surface et les \ Liquide parfait
écoulements en volume qui résultent des premieres. ;
Dans ce probléeme, deux effets s’opposent a la dé-
formation de la surface : la gravité qui s’oppose
a la déviation de la surface par rapport a I’hori-
zontale et la tension superficielle qui s’oppose a I’apparition de courbure de I’interface. Nous
verrons que, suivant la taille caractéristique de la déformation (longueur d’onde), I'un de ces deux
mécanismes de retour a 1’équilibre domine.

Considérons un liquide supposé parfait et incompressible en contact avec un gaz parfait et une
paroi (fond marin) située loin de I’interface entre ces deux fluides. Pour décrire cette situation,

T

FIGURE 3.3 - Schéma de vagues en eau profonde.
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nous nous limiterons a un écoulement bidimensionnel dans le plan (x,z) (ce qui revient a étudier
un écoulement tridimensionnel avec une symétrie le long de 1’axe y). Puisque 1’écoulement est
incompressible et bidimensionnel, la vorticité est donc conservée au cours du temps (voir Eq. (3.14)).
Nous la supposerons nulle a I’instant initial c-a-d que nous considérons un écoulement irrotationnel.
Cette situation est schématisée dans la Fig. 3.3 qui est identique a la Fig. 2.7(a) excepté qu’elle est
limitée au plan (x,z) et que la position de la paroi est supposée se trouver en z = —eo; ce qui traduit
I’hypothese d’eau profonde. Nous supposerons de plus que la déformation des ondes (vagues)
est faible dh(x,t)/dx < 1, ot z = h(x,t) est la position verticale de I’interface. Cela équivaut a
demander que hk < 1 ol k =27 /A est le nombre d’onde et A la longueur d’onde des vagues.

Puisque I’écoulement est irrotationnel (potentiel), il est solution de 1’équation de Bernoulli
(3.17). Cependant, cette derniere implique le champ de pression qui est inconnu. Pour trouver le
champ de vitesse, on utilise le fait que I’écoulement est potentiel et incompressible et qu’il satisfait
alors I’équation de Laplace

v(x,z,0) =Vo(x,z0), = V0(xz1)=0, pour z<h(x1) (3.20)

ol nous avons utilisé la condition d’incompressibilité (V-v = 0) et ot z = h(x,1) est I’équation
de I’interface gaz-liquide. Cette équation doit €tre satisfaite partout dans le fluide et se résout par
séparation des variables avec comme condition a la paroi : v, = d¢ /dz =0 en z = —oo. Pour ce
faire, on cherche des solutions sous la forme d’une fonction f; de la variable u = x — ct, représentant
une onde progressant dans la direction x avec une vitesse (de phase) ¢, et une fonction f, de la
coordonnée verticale z :

fi du2 — f dZ2

2 2 2 ’
¢(x.z,0) = filu) f2(2), = V2¢:C(li£f2+fldd;;2:07 L LdA 14

puisque dfi(u)/dx = (dfi(u)/du)(du/dx) = dfi(u)/du. Chacun des deux membres de cette
derniere équation dépend séparément des variables u et z et doivent donc étre constants :

1 a2 1 d?
——J;l = ———ng = constante = —k2,
f1 du fr dz
ou le signe négatif de la constante traduit le fait que nous cherchons un comportement sinusoidal
dans la direction x. En prenant en compte la condition au bord d¢/dz = df2(z)/dz=0en z = —oo,
ces deux équations différentielles sont facilement résolues

filu) = Ae*U p Are7 R f() =B, = | (x,z,0) = A TONTR Ll (3.21)

o1 A* est le complexe conjugué (c.c.) de A, ce qui assure que f; est réel, et 0 = kc (et i> = —1).
On voit donc que k correspond au nombre d’onde (A = 27/k est la longueur d’onde) et que @
est la fréquence angulaire de I’onde (7' = 27/ est la période). Ces deux quantités, k et @, ne
sont cependant pas indépendantes. Nous verrons ci-dessous que o est une fonction de k (et des
parametres du systeme) : @ = @(k). L’expression (3.21) indique également que 1’amplitude de
I’onde devient rapidement négligeable deés que |kz| > 1. Par conséquent si le fond marin se trouve a
7= —hp (au lieu de —o0), son effet sur I’écoulement devient négligeable deés que Ag est plus grand
que quelques longueurs d’onde. C’est cela que nous entendons par vague en eau « profonde ».
Pour résoudre completement ce probleme, il nous reste a calculer la forme de I’interface et
a vérifier la compatibilité des résultats avec 1’équation de Bernoulli. A la surface du fluide, la
pression est connue par 1’équilibre des contraintes a I’interface, voir Eq. (2.43), et vaut dans notre
cas p = pam — 2H'y ol 7 est la tension superficielle a I’interface et 2H = k) + k; est la courbure
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moyenne. La courbure étant nulle le long de 1’axe y, la courbure moyenne est donc simplement
égale a la courbure de I’interface h(x,?) :

)7 -3/2 5
ah> ] 92h 322

9%h
2H(X,I)ZK(X,I):ﬁ 1+ a :ﬁ’

ol on a utilisé I’hypothése de faible déformation dh/dx < 1. Puisque la pression est connue a

I’interface, nous pouvons utiliser I’équation de Bernoulli (3.17) avec g = —ge, = —V®et f =1
(incompressibilité) ainsi que la condition cinématique (2.40) en z = h(x,t) :
a¢ re 1 ) d¢ Jdh Jd¢ dh
a1 Vot =0 =477 = h(x,t 3.23
o T8 +5IVOF =0, 2=+ 5050 pour z=h(x1) (3.23)

ol on a utilisé le fait que v = V¢ (v, = d¢/dx, v, = d¢ /dz et vy = 0). Rappelons que, suivant
I'usage, la pression atmosphérique n’est pas indiquée explicitement, elle est absorbée dans la
définition de p. On mesure donc la pression par rapport a la pression atmosphérique. La forme
de I’interface est obtenue a partir de la condition cinématique en appliquant I’hypothese que les
déformations sont petites et en utilisant I’expression (3.21) obtenue pour ¢ :

oh _ ¢
dr 9z

=k [Ae"(k"_w’)Jrkh—l—c.c.} ~k [Aei(k"_w’) +cc.|,

z=h

ot1 on a utilisé le fait que ki < 1 et donc ek ~ 1. Une derniére intégration conduit a la forme de
I’interface

h(x,t) = iko™! [A oilkx=a1) —c.c.} (3.24)

Remarquons que nous pouvons vérifier explicitement que dh/dt > (d¢/dx)(dh/dx) comme
supposé pour calculer (x,1). En effet, en utilisant I’expression (3.21) en z = & pour le potentiel de
vitesse et I’expression (3.24) pour I’interface, nous trouvons que d¢ /dx ~ kA et dh/dt ~ kA de
sorte que 1’inégalité ci-dessus se réduit a dh/dx < 1 qui n’est d’autre que 1’hypothése de faible
déformation de I’interface.

Il reste maintenant a prendre en compte 1’équation de Bernoulli (3.23) qui va nous donner
une condition de compatibilité entre @ et k. De 1’expression (3.21) de ¢, on trouve qu’en z = A,
0¢/dt ~Aw et |V¢|*> ~ (Ak)%. Donc le terme non linéaire en ¢ est négligeable par rapport au
terme linéaire si Ak> < . Cette condition est équivalente 2 21k < 1 comme on peut le voir a partir
de I’équation (3.24) puisque i ~ kA/®. L’hypothese de faible déformation nous permet donc de
simplifier I’équation de Bernoulli (3.23) qui devient :

2
%ergh—ggx}; —0, pour z=h(x1), (3.25)
ou on a utilisé I’expression (3.22) de la courbure. En utilisant I’expression (3.21) de ¢ et I’expression
(3.24) de h, la relation (3.25) conduit a la contrainte suivante qui doit étre vraie Vx et ¢

3
i<—a)+ gi+g];)) [Aei(k"_wt)—c.c. —0, = a)z(k):gk+%k3 (3.26)

otl on a de nouveau utilisé ek ~ 1 lorsqu’on a évalué d¢ /dt en z = h pour rester consistant. La
relation encadrée est la relation de dispersion des ondes se propageant a la surface de 1’eau. Les
deux termes de droite représentent chacun un moteur du mouvement des ondes : la gravité et la
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tension de surface. Le rapport de ces deux termes permet de décider lequel des deux effets est le
plus important. Il s’exprime comme yk*/(gpk) = (k£.)* ot la longueur

b= L, | = @) =k+B, on k=lk &=, o (3.27)

P8

est appelée longueur capillaire [capillary length]. On peut donc utiliser ¢, comme échelle de
longueur et \//./g comme échelle de temps pour adimensionner la relation de dispersion. Pour
I’interface air/eau, la valeur de la tension superficielle est Yy = 0.073 N/m et la longueur capillaire
vaut alors £, = 2.7 mm. La longueur d’onde pour laquelle les deux termes de droite de (3.26) sont
égaux est donc donnée par k. = 1, soit A =21/ ~ 1.7 cm. Lorsque la longueur d’onde est trés
supérieure 2 cette valeur, la gravité domine et w?> = gk alors que, dans la situation opposée, la
tension de surface est dominante et ®> = yk>/p.

L’interprétation physique d’une relation de dispersion est simple. La vitesse de phase, ¢, d’une
onde est donnée par

c(k) = (k) /k. (3.28)

En effet, une onde se propageant le long d’un axe, x par exemple, peut s’écrire comme y(x,t) =
f(kx— t). Choisissons une forme particuliere pour fixer les idées, par exemple y(x,#) = A sin(kx—
ot). 1l s’agit d’une onde qui se propage le long de 1’axe x sans se déformer. Pour trouver se vitesse,
il suffit de fixer la phase a une valeur constante, c-a-d (kx — @t) = constante. On suit alors un point
donné de I’onde. Par exemple, si cette constante vaut (2n+ 1)7/2 avec n entier, on suit alors un
maximum ou un minimum de cette onde suivant la parité de n. En dérivant cette derniére relation
par rapport au temps, on obtient ¢ = dx/dt = w/k; il s’agit donc bien de la vitesse a laquelle une
créte ou un creux avance et, par extension puisque 1’onde ne se déforme pas, la vitesse de chacun
des points. En utilisant I’expression (3.26) de w(k), on trouve

ek =5+ = B)=VEilitk on c=

|00

5 (3.29)
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ot k a été défini par I’équation (3.27). On constate
donc que la vitesse de phase d’une onde dépend
de sa longueur d’onde, qu’elle a un comportement
non monotone avec k et qu’elle présente une vi-
tesse minimale cpin = v/2g¥,, voir Fig. 3.4. Deux
cas limites se dégagent suivant la valeur de k par
rapport a la longueur capillaire ¢, :

. ——- Capillarite
NS ——- Gravité
—— Total

c~\/vk/p pour kl.>1, I ]
c~/g/k pour kl. < 1. 05: S TTr—e ]

Donc, lorsque la longueur d’onde est petite par / K"
rapport a la longueur capillaire (k. > 1), 1a vitesse oL
¢ augmente lorsque k augmente. Donc, dans ce
régime, plus la longueur d’onde est petite plus la
vitesse est grande. Ce sont les ondes capillaires que
I’on peut observer, par exemple, lors de 1’impact
de gouttes de pluie sur une étendue d’eau. D’autre part, lorsque la longueur d’onde est grande par

o
—
| N
|
N
(@)]

k = kl,

FIGURE 3.4 — Relation de dispersion (3.29).
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rapport a la longueur capillaire (kf, < 1), la vitesse augmente lorsque k diminue. Donc, dans ce
régime, plus la longueur d’onde est grande plus la vitesse est grande. Ce sont les ondes de gravité
qu’on observe typiquement en mer. Nous verrons avec I’Exercice 3.4 comment les relations de
dispersion (3.26) et (3.29) sont modifiées lorsqu’on tient compte de la profondeur finie 4y du fond
marin. En particulier, nous montrerons que lorsque khp << 1 en plus de k¢, < 1, la vitesse des ondes
de gravité ne diverge plus au grande longueur d’onde mais est limitée par hg : ¢ = \/ghy.

De maniere générale, la vitesse d’une onde dépend de sa longueur d’onde comme illustré ici.
Un milieu pour lequel la vitesse d’une onde ne dépend pas de k est appelé un milieu non dispersif.
Dans ce cas, on a forcément ® = @pk, ol @y est une constante, de sorte que la vitesse de phase
c = 0/k = ay est égale a la vitesse de groupe v, = dw/dk = wy (voir ci-dessous). Un paquet
d’onde composé d’une superposition d’ondes ayant des longueurs d’onde différentes (comme c’est
le cas en général), ne se déformera alors pas au cours de son déplacement dans un milieu non
dispersif mais se déformera dans un milieu dispersif.

Pour résumer, I’hypothese de faible amplitude des déformations (dh/dx < 1), nous a permis de
grandement simplifier le probleme en le linéarisant. Pourvu que o et k soient reliés par la relation
de dispersion (3.26), les solutions (3.21) et (3.24) pour ¢ et h obtenues ci-dessus sont donc solutions
du probleme linéaire suivant :
oh _d¢ 99 N y 0%h

V29 =0, pourz<h et — ==, —+gh—~—->=0, pourz=nh 3.30

¢ =0, pourz< a9 o Lm0 P . (3.30)
ol ¢ = @(x,z,t), h =h(x,t) et d¢p /dz =0 pour z — —oo. Puisque le probleme est linéaire, nous
savons que nous pouvons obtenir une solution plus générale en prenant une superposition linéaire
de la solution obtenue pour une valeur donnée de k. Nous allons étudier cette possibilité ci-dessous

en considérant ce qu’on appelle un paquet d’onde.

Exercice 3.3 Nous venons de voir que le champ de vitesse des vagues de faible déformation en
haute mer peut s’écrire sous la forme potentielle v = V¢, ot ¢ = Aek*sin(kx — r). Calculer et
dessiner le champ de vitesse et les lignes de courant pour t =0 et —7/2 < kx < /2. Calculer
et dessiner les trajectoires de particules de fluide au passage de ces vagues en supposant que
I’amplitude des vagues est petite par rapport a leur longueur d’onde (Ak < 1). =

Exercice 3.4 Effectuer le calcul mené dans la Section 3.2.4 en prenant en compte cette fois la
profondeur finie &y du fond marin et en supposant que h(x,z) < hy.

— Montrer que la relation de dispersion (3.26) devient @? = (gk -+ vk /p) tanh(khy).

— Montrer que, lorsque k/. < 1, la vitesse maximale des vagues est donnée par v/ghg. A
quel effet visible ce résultat donne-t-il lieu lorsqu’une vague approche d’un rivage ?

— Appliquer ces résultats pour estimer la vitesse d’un tsunami d’origine tectonique, dont
la longueur d’onde est typiquement de 900 km, et se déplacant dans un océan ayant une
profondeur de 5000 m.

— Que peut-on dire sur la dispersion a de telles longueurs d’ondes par rapport a la profondeur
du fond marin et quelles conclusions en tirer ?

Indice pour la derniére question : calculer les vitesses de phase et de groupe. u
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Paquet d’onde
En plus de la vitesse de phase (3.28), on définit également pour caractériser une onde la vitesse
de groupe, v, et le coefficient de dispersion, 3, définis par les relations suivantes

2
k) =229 | e ﬁ(k):a;’kgk). (331)

C’est a cette vitesse, vy, que se propage toute information, ou €nergie, portée par un paquet d’onde.
Le coefficient de dispersion, 3, décrit, quant a lui, 1’étalement d’un paquet d’onde au cours du
temps. On peut arriver aux notions de vitesse de groupe et de coefficient de dispersion de différentes
manieres. Une approche assez générale consiste a écrire

)= [ 2 [t o —ce] a= |

—eo D —o0

oo

[B(k)e"<’<x—“’<’<>f) +e.c.| dk. (3.32)

Il s’agit donc d’une superposition linéaire de la solution (3.24) pour I’amplitude / de la déformation.
Pour autant que I’intégrale converge, cette expression est aussi une solution du probléme linéarisé
donné par les équations (3.30). Dans cette expression, la fonction B(k) pondere les contributions de
chaque onde monochromatique. Par exemple, si B(k) = d(k — ko), out §(x) est la distribution de
Dirac, on aura alors la contribution d’une seule onde monochromatique de nombre d’onde k. Pour
ce qu’on appelle un paquet d’onde, la fonction B(k) est concentrée autour d’un nombre d’onde
particulier ko et décroit rapidement ailleurs. B(k) peut alors étre, par exemple, une gaussienne du
type B(k) = e~ ®(k=k)’ Nous allons maintenant exploiter le fait que la fonction B est localisée
autour de k = kg. Pour cela, on effectue le changement de variable k = kg 4+ K dans I’intégrale (3.32)

h(x,1) = / [B(K )¢l 100l 4 ¢ ] K,

ot B(K) = B(ko + K). Puisque B décroit trés vite lorsque que k differe de ko, seules les petites
valeurs de K vont contribuer a cette intégrale. On peut des lors développer @ autour de K =0 :

2

K2 aZw(k) — w(ko)—‘,—Kvg(kO)‘i‘K?ﬁ(kO)?

8(9(1{)‘ K* ’
ok lk=ky 2 0k* lk=k

o(ko+K) =o(k) +K
ol on a négligé les termes O(K?) et supérieurs. L expression de & peut donc s’écrire comme
oo . 2
h(x,1) = ei[koxfw(ko)l]/ B(K)ez{K(fog(ko)t)*KTﬁ(ko)t] dK + c.c. = eilox—o(k)1] w(x,1)+c.c.

ou les facteurs indépendants de K ont été sortis de 1’intégrale. On voit donc que, sous I"hypothese
que B est tres localisée autour de ko (K < ko), I’amplitude % est celle d’'une onde monochromatique
de nombre d’onde ky modulée par une fonction ¥ qu’on appelle enveloppe ou amplitude. Les
crétes des vagues sont donc données par eilkor—0ko)] et se déplacent a une vitesse ¢ = @ /k évaluée
en ko. La fonction y est une modulation lente de ces oscillations qui varie sur des échelles de
temps et des distances beaucoup plus grandes que I’onde monochromatique puisque, d’une part
o (ko) > Kvg(ko) + K2B (ko) /2 et, d’autre part, K < ko.

Sur des temps modérés et en supposant que K est suffisamment « petit », on peut négliger
le terme proportionnel & K2 devant celui proportionnel a K. Ainsi, 1’élévation de 1’eau & est
approximativement décrite par

h(x,t) ~ ¢lkor—oko)1] /Oo E(K)ei[K(x_Vg(kO)’)] dK +c.c. = elfox=0W)llg(x — v, (ko)1) +c.c.
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FIGURE 3.5 - a-b. Représentation du paquet d’onde (3.34) dans un référentiel se déplagant a la vitesse de
groupe v avec les longueurs et le temps adimensionnés par (. et \/g/{. respectivement et o1 0 = o/ =1,
Ko = Kol = 1 et ko = 10. Le paquet d’onde est montré a deux instants en opposition de phase. Les
oscillations, données par cos[ko & — Q7] avec Q = @ — ﬁgl_q), se propagent a la vitesse de phase ¢ — V4 dans ce
référentiel alors que I’amplitude est fixe. c. Illustration de I’effet de la dispersion chromatique sur un paquet
de vagues gaussien ou I’amplitude y varie dans le temps et I’espace suivant I’expression (3.36b).

qui est bien un paquet d’onde se déplagant a la vitesse vy = v, (ko). On peut donc se placer dans
un référentiel se déplacant a la vitesse de groupe en effectuant le changement de coordonnées
(&,t) = (x—vgt,1) et écrire

h(E,1) ~ R0 s+ 0eko—@)l g (&Y L e . on np(g):/m B(K)e'¥S dK, (3.33)

ou les dépendances de v et @ en ko ne sont plus explicitement écrites. Prenons un exemple

en spécifiant B(K) = a./(2/7) ¢~K*/(4K5) pour illustrer ce résultat (voir Exercice 3.5). Comme
K = k — ko, la fonction B(K) est bien un fonction localisée autour de ko. Avec cette expression de
B(K), 1a relation (3.33) devient

h(E,1) ~ coslko & + (veko — @)t W(E), ob W(E)=aKye &5, (3.34)

ol o et Ky sont des paramétres qui, entre autres, assurent la cohérence des unités ([&] = [m]?,

[Ko] = [m]~!). Notons que & et ¢ étant solutions d’un probléme linéaire, ils sont déterminés 4 un
facteur pres. Cette relation peut étre facilement adimensionnée en utilisant les échelles de longueurs
(£.) et de temps (/4. /g) caractéristiques du probleme et déja introduites plus haut. L’expression
(3.34) de h = h/{. est portée en graphique pour deux valeurs de 7 = /g /(. dans la Fig. 3.5(a) et
(b). Pour des temps modérés et dans un référentiel se déplacant a la vitesse de groupe vy, la forme de
h est donc celle d’une onde monochromatique de nombre d’onde kg et de fréquence Q = @ — vgko
modulée par une amplitude ¥ fixe dans ce référentiel.

Pour des temps plus long, I’amplitude ¥ variera elle-méme dans le temps. Pour trouver son
évolution temporelle, il est nécessaire de conserver le terme proportionnel 2 K> négligé jusqu’ici.
Ce terme jouera un role lorsque Kt sera d’ordre 1. En se placant toujours dans le référentiel se
déplacant a la vitesse de groupe, on peut écrire

oo . 2
h(E,1) = eRobHUeko—@lly (& 1y fce. et w(&1)= / B(K)e’(“‘%ﬁf)dK (3.35)
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Le coefficient B détermine donc comment la forme d’un paquet d’onde est modulée dans le
temps. Cette déformation du paquet d’onde prendra la forme d’un étalement diffusif. En effet, on
peut remarquer, en utilisant la définition (3.35), que y est la solution générale de 1’équation de
Schrodinger d’une particule libre, qui est appelée dans ce contexte une équation d’amplitude :

=4+ = =0, (3.362)
sio W(E,0)=e 5K = yw(&,1) = f(t)e ERSOP £(r) = (1+2iBK3)""/2  (3.36b)

ou f apparait comme un coefficient de diffusion. Cette équation (3.36a) est aussi 1’équation
paraxiale a une dimension en optique ainsi que I’équation d’une impulsion dans un guide d’onde.
L’équation (3.36a) étant du premier ordre en ¢, il est donc nécessaire de se donner la forme initiale
de y. Prenons par exemple une amplitude initialement gaussienne. L’équation (3.36b) donne alors
I’expression pour 7 > 0 de y(&,7) obtenue en résolvant I’équation (3.36a), voir Exercice 3.5. Notons
que la méme expression peut s’obtenir a partir de la relation (3.35) en prenant B(K) = {(K) ou
W(K) = 1/(2Koy/T) e K*/(4K5) est 1a transformée de Fourier de w(&,0), voir Exercice 3.5.

La Fig. 3.5(c) montre 1’évolution spatio-temporelle de (& ,t) donnée par les équations (3.35)
et (3.36b) et dont I’enveloppe du profil est donnée par |y(&,7)|. On constate que le paquet d’onde
s’étale au cours du temps. Notons que pour 7 = 0, on a évidemment y(&,0) = (). La premidre
représentation de £ de la Fig. 3.5(c) correspond donc au profil montré dans la Fig. 3.5(a).

Nous terminons en remarquant que le signe du coefficient de dispersion 8 n’influence pas
I’étalement du paquet d’onde. En effet, la forme de 1’enveloppe du paquet d’onde est donnée par
(W (&E,0)| = [w(&E,1)y*(E,1)]'/2. Léquation (3.36b) montre que seul B2 intervient dans I’expression
de I’enveloppe. On aura donc un étalement du paquet d’onde quel que soit le signe . On peut
facilement montrer que, si B(K) est une fonction paire de K, alors |y/(&,)| est une fonction paire
de 8. En effet, il suffit d’écrire |w/(&,1)|? = w(&,1)w*(E,t) en utilisant I’expression générale (3.35)
et de faire le changement de variable K — —K dans ’expression de y*(&,¢). On montre alors que
v (6.1, B) =w(&.1,—B) = |w(5.1,B) = w(§,1,—B)I.

On peut également se convaincre de maniere plus générale que le signe de 8 n’influence pas
I’étalement du paquet d’onde. Pour cela, on note que 1’étalement est diffusif, cad que ’aire sous
I’enveloppe est conservée au cours du temps. I suffit d’intégrer I’équation (3.36a) entre & = —o
et & = +o0 pour le montrer. Dong, si le paquet d’onde s’étale, |w(&p,?)|, pour un & quelconque,
décroit au cours du temps. Si le paquet d’onde se contracte, |W(&p,?)| croit avec le temps. En
utilisant la relation générale (3.35) et en supposant que B(K) a un signe donné, on a que

S}

© ke R ]
vl < [ Bl ) jak = [T 1BK) ak = 1w(0.0).
Cette relation montre que |y(0,7)| < |y(0,0)| et elle ne croit donc pas avec le temps temps puisque
cette quantité ne peut pas €tre plus grande que sa valeur initiale. Notons que, sans aucune supposition
sur B(K), on a aussi

W (0,0)]% = w(0,1)y (0,1) = [ /_ ZB(K)ei’fﬁde] [ /_ ZB(K)e"KZZB’dK} ,

qui montre que cette quantité est invariante sous un changement de signe de 3.

Exercice 3.5 Montrer que la transformée de Fourier, définie par (k) = 5= [ w/(&)e & dé&,

T

de y(§) = ¢~5’ est donnée par (k) = e~k /4 /(2+/). Montrer que la solution de 1’équation
iWe+ 3 Wee =0 avec Y(&,0) = ¢=5” est donnée par y(&, 1) = ¢~57/(14210) )\ /T 2iT. -
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Instabilité de Benjamin-Feir : vagues scélérates

L’équation d’amplitude linéaire (3.36a) a été obtenue dans le cadre du probléeme linéarisé
(3.30). Si on prend en compte les effets non linéaires négligés jusqu’ici en effectuant une analyse
multi-échelle faiblement non linéaire (voir Annexe B), on peut montrer que, pour les ondes de
gravité (kf. < 1), I’équation d’amplitude devient elle-méme non linéaire et prend la forme de
I’équation de Schrodinger non linéaire (NLS) :

oy B’y 20, _ _ 2

Cette équation est extrémement importante en physique non linéaire. Bien qu’établie dans un cas
particulier, il faut s’attendre a la rencontrer dans toutes les situations physiques ol existent des
paquets d’onde. Insistons sur le fait que y dans I’équation (3.37) est une amplitude lentement
variable multipliant une onde porteuse elkox—0ko)) pour Jes ondes de gravité, la relation de
dispersion (3.26) est (k) = \/gk et le coefficient de dispersion (3.31) est négatif : § = —/g/k3/4.
Par un choix approprié d’unités, on peut imposer f = —1 et n = 1 dans 1’équation (3.37).

Exercice 3.6 Montrer que la solution || = constante de 1’équation (3.37) est de la forme y =
aexp [—i(nat+ Bb*/(2t) +bE)]. Par un calcul au premier ordre en €, et en supposant b = 0,
obtenir les équations des perturbations u et v définies par : v = (a+ € u(é,t))e*i("“z’ +£0(8.0) =
[a+eu(&,1)—iv(E,1))] e 9 + O(£2). Etudier I'évolution dans le temps de perturbations u
et v proportionnelles a cos(QE).

Pour étudier les effets non linéaires sur I’évolution de spatio-temporelle de vagues, on considere
le cas simple ou des vagues de nombre d’onde ky ont une amplitude uniforme : |y| = constante
(voir Fig. 3.5(c)). Avec I’Exercice 3.6, nous avons montré que 1’équation (3.37) admettait dans ce
cas des solutions du type ¥ = ae™ M a’t , ol a est un nombre réel. De 1’équation (3.35), on obtient
alors la solution non linéaire suivante

ho=a (ei[ko‘“(vgko*w)t*"“zt] —i—c.c.) =2a cos (ko & — [o(ko) + na® — ve(ko)ko] 1). (3.38)

On constante donc que la fréquence de ’onde dépend de son amplitude a; chose tout a fait
impossible pour une solution linéaire. Dans 1I’Exercice 3.6, nous avons étudié la stabilité d’une
telle solution et montré que les équations qui gouvernaient I’évolution de perturbations g u(&,7) et
ev(&,1), avec € < 1, étaient données par

d%u ,0%u  B% d%u 0*>v 2 du

— P2 =0, —-—==_ 3.39
gz P gEt a0 JaT (3-39)
Notons que I’équation pour u est formelle identique a 1’équation d’une tige élastique a I’ordre

linéaire, voir Chapitre 4. Ces équations admettent des solutions de la forme

20

2
iK 2 22 B
u(§,t) =upe®'t é, v(f,,t):—ﬁu(é,t) pourvu que o©-=—fna’K s

K*. (3.40)

La relation entre ¢ et K est une relation de dispersion pour les perturbations de 1I’amplitude de
vagues uniformes. Vu I’expression de u, on constate que 1I’amplitude des perturbations décroit
exponentiellement si R[c] < 0, ot R[x] est la partie réelle de x. Dans ce cas, le systeme est dit
stable puisqu’une petite perturbation disparait rapidement au cours du temps et le systeme retrouve
sa forme initiale. Par contre, ’amplitude des perturbations explose exponentiellement si R[o| > 0.
Dans ce cas, le systeme est dit instable. Pour les ondes de gravité, le coefficient de dispersion est
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FIGURE 3.6 — a. Hauteur des vagues au cours du temps lors de I’observation de la vague Draupner. b-g.
Reproduction en laboratoire de la vague Draupner [56].

négatif, B < 0, si bien qu’il existe des valeurs de K pour lesquelles R[c] > 0:0 < K> < —4na*/B.
La valeur de Ky, pour laquelle ¢ est maximal est solution de 1’équation do /dK = 0 et vaut

K2 =-2md*/B =16kid®, = om=nd =24""k"d (3.41)

C’est pour cette valeur de K que la perturbation croit le plus vite et qui sera observée en pratique
puisqu’une perturbation contient en général un spectre continu de valeurs de K.
La solution perturbée s’écrit alors h = hg + €h; avec

h(E.t) = (u(E,1) — iv(E,1)) el E-(@Fna—vedalr] | ¢,
Comme u = v lorsque 0 = oy, et K = Ky, cette perturbation s’écrit encore

h(E,t) = uo (1 —i) oOn! pil(ko+Km) E—(@+na*—veko)1] +e.c.

=2upe®" [cosE+sinZE], ol E=(ko+Km)E — (0+na’—veko)t, (3.42)

ou on a utilisé I’expression de u donnée par 1’équation (3.40). Ainsi, un train d’ondes (3.38)
de nombre d’onde kg est déstabilisé au profit d’un autre train d’ondes avec un nombre d’onde
légérement décalé (kg — ko + Kin).

Notons encore que nous avons montré dans cette sous-section que des solutions non linéaires
d’amplitude constante (|y| = constante) pouvait exister. Les non linéarités peuvent donc contrecar-
rer la dispersion (voir Fig. 3.5(c)), et donc I’étalement d’un paquet d’onde, de fagon a maintenir une
onde se propageant sans se déformer (puisque |y| = constante). La non linéarité dans 1’équation
(3.37) tend a concentrer I’énergie d’un train d’ondes en un point (« autofocalisation », en optique),
ce qui peut compenser la dispersion dont souffrait la solution (3.36b). Grace a ce phénomene, on
assiste a un nouveau type d’ondes, les ondes solitaires ou solitons, dont le profil ne varie pas en
cours de propagation. Nous reparlerons des solitons dans le Section 3.2.6.

p) Notons finalement que I'instabilit¢ hydrodynamique discutée dans cette sous-section porte le nom
d’instabilité de Benjamin-Feir et fut découverte théoriquement par Thomas Brooke Benjamin
(1929-1995) et James Elmer Feir (1930-2015) en 1967 [57, 58]. C’est un mécanisme possible
pour expliquer la formation de vagues scélérates [rogues waves] [59]. Les vagues scélérates sont
des vagues océaniques de grande amplitude apparaissant soudainement. Elles sont différentes des
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vagues déferlantes qu’on peut observer pres des rivages. Elles sont considérées comme rares mais
du fait de I’étendue des océans et de leur durée de vie, il est difficile d’estimer leur fréquence
d’apparition. La « vague Draupner » est le nom donné a la premiere vague scélérate mesurée a
I’aide d’instruments scientifiques. Elle a été détectée sur la plate-forme pétroliere Draupner dans
la mer du Nord, au large de la Norvege, le 1°" janvier 1995. Elle émergea d’une mer agitée avec
des vagues d’une hauteur moyenne créte-creux d’environ 12 m et mesurait 25.6 m, voir Fig. 3.6(a)
et Ref. [60]. Cet évenement spectaculaire a été récemment reproduit en laboratoire au « FloWave
Ocean Energy Research Facility » d’Edimbourg. Le site propose une vidéo montrant les
différents types de vagues qui peuvent étre produites. La vague montrée dans la Fig. 3.6(b-g)
mesure environ 70 cm pour une profondeur d’eau de 2 m. Quand le systéme est mis proprement a
I’échelle afin de correspondre aux conditions rencontrées lors de 1’événement survenu a Draupner,
la hauteur de cette vague est alors d’environ 25 m [56]. Des études récentes tendent a montrer que
les vagues scélérates sont moins rares que pourrait le penser. Notons finalement qu’on retrouve ce
type d’instabilité dans bien d’autres contextes sous le nom d’instabilité modulationnelle.

3.2.5 Sillage des bateaux

Nous avons tous déja remarqué que lorsqu’un bateau (ou un canard) se déplace sur une étendue
d’eau, il laisse derriere lui un sillage de forme caractéristique qui s’étend loin derriere lui, voir
Fig. 3.7(a) et (b). Les vagues qui composent ce sillage transportent de 1’énergie loin du bateau et
correspond au travail d’une force (« trainée de vague ») qui freine le bateau. Cette force de trainée
est la contribution dominante de résistance a I’avancement des navires a haute vitesse. La forme de
ce sillage a été calculé par William Thomson (Lord Kelvin, 1824-1907) en 1887 [61]. Ce sillage
est contenu dans un triangle dont 1’angle d’ouverture (~ 39°) est une constante qui ne dépend
d’aucun parametre physique (vitesse ou forme du bateau). Il s’agit donc d’une propriété purement
géométrique.

Le développement qui suit est trés similaire a ce qui a été fait a la Section 3.2.4 et lorsque nous
avons introduit la notion de paquet d’onde. Dans ce cas, nous avions un probléme unidimensionnel
le long de I’axe x et variant dans le temps ¢. Ici nous aurons un probleme bidimensionnel stationnaire
le long d’axes & et y. Si y est formellement identifié & 7, les développements de la Section 3.2.4 et
ceux présentés ici sont alors essentiellement identiques.

La forme du sillage s’obtient dans le contexte des ondes de surface en eau profonde et repose
sur la relation de dispersion des vagues produites par un bateau en mouvement. Ces vagues ont
généralement une amplitude assez faible comparée a leur extension spatiale et on peut donc utiliser
le modele linéaire (3.30) que nous avons obtenu dans la Section 3.2.4. Dans le cadre de ce calcul,
nous négligerons les effets de la tension superficielle en posant ¥ = 0. Dans ce cas, on peut éliminer
facilement la fonction /4, qui donne 1’amplitude des vagues, des deux dernieres équations du modele
(3.30) pour obtenir le modele suivant

2
V2 =0, pourz<h et M+ggi—

TS 0, pourz=nh, (3.43)

ot ¢ = @(x,y,2,t), h="h(x,y,t) et d¢p /dz = 0 pour z — —oo. Notons qu’ici, on ne suppose évidem-
ment pas de symétrie le long de 1’axe y qui intervient donc dans les équations.

Nous nous plagons maintenant dans un référentiel se déplagant avec le bateau qui est supposé se
mouvoir dans la direction —e,, voir Fig. 3.7(c). Nous posons alors & = x+V ¢, ou V est le module
de la vitesse du bateau. Nous supposons de plus que, dans ce référentiel, le profil des vagues est
stationnaire : ¢ = ¢(x+V1,y,z) = ¢(&,y,2). Le potentiel de vitesse (et donc le champ de vitesse)
ne dépend donc pas explicitement du temps. Avec ce changement de coordonnées, les équations
(3.43) deviennent

02 d
V2¢) =0, pourz<h et Vzag(g —i—gai =0, pourz=nh, (3.44)
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FIGURE 3.7 — Sillage d’un bateau sur le Loch Ness (a) et d’un canard (b). ¢. Schéma du systeme.

puisque d¢/dt = (0 /dt)(d9/dE) =V (d¢/IE). Comme nous Iavons fait dans la Section 3.2.4,
nous pouvons résoudre I’équation de Laplace a I’aide d’une séparation des variables (voir la maniere
dont I’Eq. (3.21) a été obtenue) en écrivant ¢ = f1(&) f2(v) f3(z) :

d2f1 dzf 2 d2f 3

LhB+h—5h+thh

0 1 d2fi 1 d&fH 1 df
d&? dy

— = = — + — — =0.
dz? fi dé2  fo dy?  f3 dZ?

On constate donc qu’on obtient une somme ol chacun des termes dépend séparément des variables
&, y et z. Comme cette relation doit étre vraie pour toutes valeurs de ces variables qui varient
indépendamment, cela impose que chaque terme est une constante :
2 2 2

l—d S = —k2; l—d Bk = —k% i—d f3 =K%, avec |—k}—kK2+k>=0

fi d&2 A2 ooz d2 Y ¢ vy
ou le signe des constantes traduit simplement le fait que nous cherchons des solutions avec un
comportement sinusoidal dans les directions & et y et un comportement évanescent lorsque z — —oo.
Des trois constantes de séparation des variables, seules deux sont donc indépendantes a ce stade.
Ces équations se résolvent aisément et on trouve le potentiel de vitesse sous la forme

Vi =

i [ 2

ol on a utilisé la relation entre &, k‘g et k, obtenue ci-dessus. Cette solution doit encore satisfaire la
condition au bord z = Ak, c-a-d la seconde équation du modele (3.44). On trouve facilement que

V2
Viii+g /ké+ky 0, = |ky=ztkg\/Chki—1==£Q(ke),| ob ¢ e (3.45)

ou £ est I’échelle de longueur naturelle de ce probléme. On constate donc qu’une seule des trois
constantes de séparation des variables, k¢, est indépendante. La relation entre ky et kg est une
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relation de dispersion comme la relation de dispersion reliant la pulsation @ au nombre d’onde
k = k, que nous avions obtenue a la Section 3.2.4, voir Eq. (3.26).

Comme il s’agit d’un probleme linéaire, la solution générale pour ¢ s’obtient comme une
combinaison linéaire de cette solution ou les constantes d’intégration peuvent étre différentes pour
chaque valeurs des constantes de séparation k;, kg et ky. Comme seule k¢ est indépendante, cela
conduit a une intégration sur ce degré de liberté unique. La forme générale de ¢ a la surface (z = h)
est donc donnée par

oEy = [

—oo

oo

[A(ké)ei(kgi—ﬂ(kg)ﬂ +B(k5)ei(k‘55+g(k5)y) +C'C'} dke, (3.46)

N e s N . . K2 +kZh 2
ol on a de nouveau utilisé I’hypothese de faible amplitude ek = ¢V"¢ " = et~ pour rester

cohérent avec le domaine de validité du modele. Il s’agit formellement de la méme forme que
celle obtenue pour £ a la Section 3.2.4, voir Eq. (3.32), si on effectue les identifications suivantes :
k< ke, x <> &, w <> Q ety <> 1. Par conséquent, en développant les fonctions A et B autour d’un

certain nombre d’onde kg arbitraire, on trouve de nouveau comme a la Section 3.2.4

0(E,y) ~ e S~ /_ A(K)eK 6772 gk 4 K6+ /_ B(K)eK G+ dK +c.c.

= 5] vi(§ —vey) RS+ V2 (E+vey)+c.c. (3.47)
ol kg = k2 +K et K < k2 etol

2(k9)2¢2 —1
Q=Q(k), et vg:vg(kg)za—g‘ :L. (3.48)
akg kgzkg <k2)2€2—1

Nous nous sommes limités ici a un développement au premier ordre en K. Le terme proportionnel a
K? que nous avons négligé décrit comment les ondes s’étalent 2 mesure qu’on s’éloigne du bateau
et explique pourquoi le sillage n’est plus visible a une certaine distance de celui-ci. On trouve donc
que le battement produit par une gamme de nombres d’onde concentrée autours d’un certain kY
se « propage a la vitesse » de groupe v, dont I’expression donnée ci-dessus se calcule a I’aide de
I’expression (3.45) de Q. Pour trouver la région du plan (£,y) ol sont localisés ces battements, on
constate simplement que les deux fonctions y; et Y, seront des fonctions tres localisées autour de
la valeur qu’elles prennent lorsque leur argument est nul. En effet, nous avons la propriété suivante

—o0

[F(o)| =

puisque la fonction f donnant le spectre de K possibles est positive. Par exemple, si on considere,

. . 2 2 .
comme nous I’avons fait a la Section 3.2.4, A(K) = B(K) = a/(2y/7t) e K7/(4K0)  Ies fonctions y;
sont réelles et on obtient

0(E,y) ~ aky [cos(kg & - Qy)e*(éfvgy)ng —i—cos(kg &+ Qy)e*(éﬂgy)zlﬂﬂ ) (3.49)

On constate bien que ¢ est significativement différent de zéro seulement lorsque les arguments
des gaussiennes sont nuls, c-a-d lorsque les arguments des fonctions y; sont nuls. La forme du
potentiel de vitesse est représenté dans la Fig. 3.9(a) pour une seule valeur du nombre d’onde,
kY = k* (voir ci-dessous). On voit donc bien que ¢ est significativement différent de zéro seulement
le long de deux droites. De maniere générale, les équations de ces droites s’obtiennent donc en
demandant que les arguments des fonctions y; et Y, soient nuls :

g 1
@, = tane(ké)—vg(kg).

y=+ (3.50)
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Il s’agit bien des équations de deux droites, symétriques 04—

par rapport a I’axe &, qui se croisent en & =0, c-a-d 1a
ou se trouve le bateau. L’angle que fait chacune de ces 0.3
droites avec 1’axe &, c-a-d 1’axe selon lequel le bateau I
se déplace, est G(kg) donné ci-dessus et vaut donc la i
moitié de I’angle d’ouverture du triangle formé par ces Vg 0.2
deux droites. Cet angle varie en fonction de k%, qui est
une quantité arbitraire. Cependant, comme 1’inverse de 01
la vitesse de groupe présente un maximum (Fig. 3.8),
cet angle aura également une valeur maximale, O ,x, qui

est atteinte pour une valeur du nombre d’onde k* qui est 00‘ T 2‘ - :‘3 = “‘“ — 5
solution de 1’équation K00
do 0 (dvg(kg)/dkg> FIGURE 3.8 - v;] en fonction de kg L.
171 PR ER I
£ lk t+ )] e
dvg (k) 3
gioz; =0 = k'U=,/=. (3.51)
dké © 2

En remplagant cette valeur k* dans I’expression (3.48) de la vitesse de groupe, on trouve la valeur
maximale de I’angle par la relation (3.50) :

1 1
Omax = arctan | —— | = in|=|~19.47°. 3.52
max = arctan [2\@] arcsin [3} ( )

L’angle d’ouverture 26, est donc une constante universelle indépendante des parametres phy-
siques, V et g, du probleme.

Il nous reste maintenant a déterminer la forme du sillage obtenu lorsque le nombre d’onde k¥
balaie toutes les valeurs possibles, contrairement a la forme montrée dans la Fig. 3.9(a) qui est
obtenue pour une valeur du nombre d’onde. Pour ce faire, nous cherchons la position des crétes des
vagues (ou tout autre point fixe). Il suffit donc de chercher le lieu des phases constantes a I’intérieur
de la zone de battement, c-a-d a I’intérieur du triangle ayant un angle d’ouverture 26,,x que nous
venons de déterminer. Pour y > 0, nous devons donc résoudre simultanément les deux équations
suivantes :

keE—Qy=c, et &—vg(kg)y=0. (3.53)

La premiere équation impose que la phase du potentiel de vitesse est constante. Rappelons qu’im-
poser une telle condition revient & suivre un point donné du profil de I’onde. Par exemple, si on fixe
la phase kx — ot d’une onde cos(kx — r) a une constante ¢, on suit alors le point fixe cos(c) qui
peut étre un maximum si ¢ un multiple de 27 ou tout autre point pour une autre valeur de c. La
seconde équation impose qu’on se trouve a I'intérieur du triangle qu’on balaie suivant la valeur
de kg ; pour ke = k* on est sur le bord du triangle et pour tout autre valeur on est a I'intérieur. La
solution des équations (3.53) s’obtient aisément

2¢* -1 21
qf et y(q) =YL (3.54)

S(g)=¢ p
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FIGURE 3.9 — a. Profil du potentiel de vitesse ¢ donné par 1’équation (3.49) ot les longueurs sont adimen-
sionnées par { et o1 o0 /(> = 1, Kol = 1, kgé =kl =./3/2, Q0 =+/3/2 et Vg = 21/2. b. Forme du sillage
donné par les équations paramétriques (3.54) ou chaque couleur correspond a une valeur de C.

ou nous avons posé€ ¢ = Lc et g = lke. Pour une phase donnée, c-a-d ¢ = constante, I’expression
ci-dessus décrit une courbe paramétrée par g dans le plan (&,y). On remarque donc que, quand
les longueurs sont adimensionnées a I’aide de I’échelle de longueur caractéristique du probléme,
¢ =V?/g, le sillage a une forme universelle puisque les équations paramétriques définissant sa
forme ne dépendent plus d’aucun parametre physique. Ces courbes sont représentées a la Fig. 3.9(b)
pour différente valeurs de ¢.

p) La validité de la relation (3.52) donnant I’angle d’ouverture du sillage, 26m.x, n’est pas si facile
a vérifier expérimentalement. Tout d’abord, cet angle doit &tre mesuré sur des photos aériennes
prises a I’aplomb du sillage qui ne sont pas aisée a obtenir. Ensuite, la détermination de la zone ol
les battements ont lieu n’est pas si évidente. En effet, la position des maximas de ces battements est
bien plus visible que le lieu des points ou ils s’évanouissent et qui définit le triangle dont 1’angle
d’ouverture est 20a¢. Sur les Figs. 3.7(a) et (b), la position des maxima est proche des c6tés du
triangle oul ces battements disparaissent. Cependant, plus la vitesse du corps qui génere le sillage
augmente plus la position des maxima s’éloigne de la position ou les battements s’évanouissent.
Cela donne donc I’impression que I’angle 26,,x décroit avec la vitesse. Ce phénomene a donné lieu
en 2013 a une remise en question de la relation (3.52) obtenue par Kelvin [62, 63]. L’interprétation
correcte de ces observations fiit donnée 1’année suivante [64].

Vagues en eau peu profonde : ondes solitaires

L’épaisseur de la couche de fluide peut avoir un impact important sur le comportement des
ondes de surface. Nous avons montré avec I’Exercice 3.4 qu’une profondeur finie /¢ affectait la
relation de dispersion entre la fréquence des ondes et leur nombre d’onde. Nous venons de voir
dans la Section 3.2.5 le role important joué par les relations de dispersion sur la forme des ondes de
surface. Nous allons étudier dans cette Section comment une faible épaisseur de fluide par rapport
a la dimension de I’onde peut produire un nouveau type d’onde : les ondes solitaires ou solitons.

p) Historiquement, I’observation d’une telle onde a €t€ rapportée pour la premiere fois par John Scott
Russell (1808-1882) en 1834 apres qu’il ait suivit a cheval sur plusieurs kilometres une telle onde
générée par I’arrét brusque d’une barge :

I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn along a narrow channel by a pair
of horses, when the boat suddenly stopped—not so the mass of water in the channel which it had
put in motion; it accumulated round the prow of the vessel in a state of violent agitation, then
suddenly leaving it behind, rolled forward with great velocity, assuming the form of a large solitary
elevation, a rounded, smooth and well-defined heap of water, which continued its course along the
channel apparently without change of form or diminution of speed. I followed it on horseback, and
overtook it still rolling on at a rate of some eight or nine miles an hour [13—14 km/h], preserving
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its original figure some thirty feet [9 m] long and a foot to a foot and a half [30—45 cm] in height.
Its height gradually diminished, and after a chase of one or two miles [2—3 km] I lost it in the
windings of the channel. Such, in the month of August 1834, was my first chance interview with
that singular and beautiful phenomenon which I have called the « Wave of Translation ».

Russell étudia ensuite ces ondes chez lui en les produisant dans de grands réservoirs. Il découvrit
plusieurs propriétés remarquables : ces ondes sont stables et peuvent se déplacer sur de longues
distances ; leur vitesse dépend de leur amplitude A et leur longueur L dépend de 1’épaisseur i de
la couche de fluide ; elles ne fusionnent pas quand elles se rencontrent. Il publia ensuite un long
compte rendu de ses observations en 1844 [65]. Cette observation est a 1’origine de la découverte
et de I’étude des ondes solitaires et, un siecle plus tard, des solitons.

Nous allons dériver ci-dessous la fameuse .
équation de Korteweg et de Vries qui décrit la Alr L lg
propagation de vagues solitaires. Pour cela, consi- &
dérons la situation décrite par la Fig. 3.10. Elle IA

est essentiellement identique a la situation décrite .7y, —, o pypy

par la Fig. 3.3 mais cette fois dans un domaine o _ ho
Liquide parfait

z=0:v,=0
de profondeur finie ol nous négligerons la tension

superficielle (y = 0). Le modele utilisé€ est celui
donné par les équations (3.20) et (3.23) avec y=0:

FIGURE 3.10 - Vagues en eau peu profonde.

V29 (x,z,1) =0, pour z < h(x,t), (3.55a)
¢ ¢ _oh ¢ oh

1 2

pour z=h(x,t), (3.55b)
avec en plus la condition a la paroi v, = d¢/dz =0 en z = 0. Nous gardons ici les termes non
linéaires car, comme déja évoqué dans la sous-Section consacrée a I’instabilité de Benjamin-Feir,
ils sont nécessaires a I’existence d’une onde solitaire qui ne s’étale pas dans le temps.

Le but de ce calcul est d’obtenir une équation n’impliquant que /. qui décrira le profil de I’onde.
Pour ce faire, nous allons prendre en compte les spécificités du systeme puisque ces ondes solitaires
apparaissent dans des conditions précises et ont une morphologie particuliere. Comme suggéré
par les observations de Russell, nous considérons donc une vague, et non plus un train de vagues
comme dans les sections précédentes, ayant une grande extension horizontale L le long de I’axe x
par rapport a la profondeur moyenne /. Le rapport 8 = hy/L < 1 sera donc un petit paramétre du
probleme. De plus, on supposera également que 1’amplitude A de I’onde est faible par rapport a hg.
Le rapport € = A/hp < 1 est un second petit parametre. Nous verrons qu’une relation appropriée
entre ces deux parametres permet aux non linéarité de contrebalancer les effets de la dispersion
pour produire une onde solitaire stable. De plus, dans ce régime, la relation de dispersion obtenue
lors de la résolution de I’Exercice 3.4 avec ¥ = 0 nous donne 1’échelle de vitesse de 1’onde (obtenue
dans le régime linéaire cependant) et donc le temps caractéristique du systeme :

- : 3.56
e (3.56)

1/2
c:w/k:[itanh(kho)}/:\/%, = T:% L

ol on a développé la tangente hyperbolique au premier ordre puisque khy << 1 car L >> hy.

Avec ces grandeurs caractéristiques du probleéme, nous pouvons maintenant procéder a I’ adi-
mensionnement des équations, qui prend en compte les spécificités du systeme, en introduisant les
mises a I’échelle suivantes :

_ _ _ D? _
x=xL z=Zhy, t=iT, h=ho+AH =hy(1+€H), 0=—9—ght, (3.57)
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ou on a utilisé les échelles de longueur et de temps pertinentes. L amplitude % de la vague est
simplement écrite comme une modulation de la hauteur moyenne /o ot € = A/hy < 1. Le potentiel
de vitesse est adimensionné a 1’aide d’une échelle de longueur D que nous devons également
déterminer (ce sera L, hy ou A) et ol nous avons ajouté une fonction du temps qui ne change pas
le champ de vitesse mais qui simplifie I’équation de Bernoulli. En effectuant ces changements de
variables dans les équations (3.55), on obtient :

229 82¢ _

2 _ s <

o 8x2 FEa 0, pour Z<1+¢€H, (3.58a)

87(;_) =0 pour Zz=0, (3.58b)

d7

90 L' D[ ,(96\* (98\*| _ .

W—FgﬁH—i_ZT% [5 <8)E> + ((%) =0, pour Z=1-+¢€H, (3.58¢)
_ - o

9 _ Mo 8H+ 628—")‘9—{1, pour Z=1+eH, (3.58d)

—— =& —==7TE€
9z D? of dx dx
Le but du calcul est maintenant d’obtenir une équation n’impliquant que 4. Nous commengons
par résoudre 1’équation (3.58a) avec la condition a la paroi (3.58b). Pour ce faire, on écrit ¢ sous
forme d’un développement en puissance de § qui est le seul petit parametre impliqué dans cette
équation :
¢ =00+8°r+8" Py +0(8°)

En remplacant ce développement dans les équations (3.58a) et (3.58b), on trouve les équations
suivantes pour chaque ordre en O :

9% @y *¢y _ 9*@ 9* KK -
0. —0 2. 0. §4. P4 2 -
0 : FEa 0; o R 0 52 T e pour 7<1+¢€H,
ap d d
8" a(/;o =0; 5 a(,l;z 0; &t 8(24 0 pour z=0.
Ces équations se résolvent facilement itérativement et on trouve

fire) =ien +0°[aen - 5 PHE0 ot auien - S PGE0 L TGED

2 o 24 ot

(3.59b)

En substituant ce développement pour ¢ dans les équations (3.58¢) et (3.58d), et en se souvenant
oL o0 193 L?
(15_0+52[¢2_ ¢0}—|—H+
ot
¢ [ 0 19 hOH 3¢ OH
—8*(1+eH)—==+6 =£— k) _
Urel) 5 79 |79 Teae | ~ D2 a7 <0 ar o

que 7= 1+ €H, on trouve
ddo
2 _
o 20000 2 |° <3x> ] =0, (3:5%)
02

Dans ces deux équations, nous nous sommes limités aux deux premiers ordres non nuls. Dans
I’équation (3.59a), cela correspond a prendre en compte les termes indépendants de 0 et € et le
premier ordre en chaque paramétre, c-a-d 82 et €. Dans 1’équation (3.59b), comme il n’y a pas de
termes indépendants de 0 et €, il faut considérer un ordre de plus, c-a-d les termes proportionnels a
5%, 8% €, €2 et 52,

Comme tout développement en perturbation, on doit résoudre les équations (3.59) ordre par
ordre comme nous 1’avons fait pour obtenir le développement de ¢. Pour commencer, regardons
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le terme d’ordre le plus bas en § de 1’équation (3.59b), c-a-d 29 /dx>. Si ce terme n’est pas
contrebalancé par un autre, cela impose qu’il doit &tre nul et que @y (%,7) = f1 ()X + f>(F), ot les
fonctions f; sont arbitraires. Cette solution explose a I’infini et impose f; = 0. On en déduit que ¢
est seulement une fonction du temps ce qui ne permet pas de décrire une onde telle que nous la
cherchons. Leur seul autre terme qui peut contrebalancer celui-1a est le premier terme du membre
de droite de I’équation (3.59b). Pour cela, ces deux termes doivent étre du méme ordre, ce qui
impose

e=—208> = |D=hy et eg=258 (3.60)

En effet, choisir D = L ou D = A nous donnerait, respectivement, £ ou €8% d’ordre 1 alors que
nous voulons € < 1 et § < 1. La cohérence dans le développement en perturbation nous a donc
permit de déterminer I’échelle de longueur inconnue, D, et de trouver le lien existant entre € et §.
Gréce a ce résultat, on remarque que le développement effectué pour 4, Eq. (3.57), était limité a
’ordre £ = §2 alors qu’il a été nécessaire de développer ¢ jusqu’a I’ordre 6 car il n’y a pas de
terme indépendant dans I’équation (3.59b) et qu’il faut développer jusqu’au deuxieme ordre non
nul pour obtenir I’équation pour H que nous cherchons. Pour étre cohérent, il est donc nécessaire
de développer & jusqu’a ’ordre 8. Ceci est corrigé en écrivant

H=Hy+8H, = h=hy(1+8°Hy+8H), (3.61)

ol nous avons utilisé le lien (3.60) entre € et §. En utilisant les équations (3.60) et (3.61), nous
pouvons alors réécrire les équations (3.59) comme

0 - ol 9% 133 1/3d\|

of THoH et o =5 aasita s ) | 0 (3.622)
9’y O0Hy ,[0H, %@ 10*py - 9*¢o Iy dHy|

FI { a7 T ae 6o g +axa] =0 (3.620)

Nous pouvons maintenant résoudre les équations (3.62) ordre par ordre. A 1I’ordre dominant,
ces équations donnent
9o 9% o N dHy 0 0*Hy 9°Hy _ 0 et ¢ ¢
o PR T T T R T
Cette équation pour H( décrit bien une onde qui se déplace avec une vitesse unité dans ces variables.
Si on revient aux variables dimensionnées, on trouve simplement que la vitesse est c = L/T = \/ghg
qui est la vitesse de propagation des ondes de grande longueur par rapport a la profondeur du fond
du canal en régime linéaire. On va donc maintenant se placer dans un référentiel qui se déplace a
cette vitesse en posant & = X — 7. Cependant, avec un tel changement de variable, les équations a
’ordre 82 des équations (3.62) ne dépendraient plus explicitement du temps. On chercherait alors
une onde stationnaire dans ce référentiel. Or, d’apres Russell, la vitesse d’une telle onde dépend de
son amplitude. Sa vitesse n’est donc pas une constante pour une profondeur 4y donnée comme le
prédit la relation ¢ = /ghy. Cependant, nous effectuons ici un calcul faiblement non linéaire ou
nous cherchons une correction a la dynamique linéaire. La vitesse réelle de I’onde, v, sera donc
une petite correction de la vitesse linéaire ¢, voir Eq. (3.71). Dans le référentiel se déplacant a la
vitesse linéaire ¢, la dynamique sera donc tres lente puisqu’on se déplace presque a la méme vitesse
que I’onde. Pour tenir compte de cette possibilité, on introduit un temps « long », 7, en plus de
la variable &, pour décrire une lente dépendance temporelle dans le référentiel se déplacant a la
vitesse ¢ :

{é_f—t_ If(§,7) _ 9f(&,7) o6,7) _ _9f(6.7) | 5297(6.7) 56

+Hy=0; 0. (3.63)

t=8%  oxr  9& & T oar T g It
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De cette maniére, T varie bien plus lentement que 7 puisque § < 1. Le facteur §2 introduit par ce
changement d’échelle permettra une modulation temporelle a Iordre 2.
En utilisant le changement de variables, et en se limitant & ’ordre 82, les équations (3.62) se

réécrivent finalement comme
8 0 1 83 (p_ 1 3 ¢_ 2
¢2 0 < 0 > ] 0’

%

ot 15 Tage T2\ g

%00 O0Hy [0H, O0H» ¢ 1% - 9@y o dHo
987 9E O [8% "9 Tom eaet Thger T g o

(3.65a)

} =0. (3.65b)

A I’ordre dominant, les équations (3.65a) et (3.65b) donnent simplement

5 _ 9%

flo="5¢" (3.66)

A lordre 82, on isole H, de I’équation (3.65a) et on le remplace dans 1’équation (3.65b) en utilisant
le lien (3.66) entre Hj et . On trouve que les termes impliquant ¢, se simplifient et il reste

0H, _
2220 137,
0T

0Hy 10°Hy
5¢ T3 98 =0 (3.67)

Nous avons donc obtenu 1’équation cherchée qui implique uniquement I’amplitude A de I’onde (ici
la premiere correction Hy). On peut encore effectuer des modifications d’échelles mineures pour
mettre cette équation sous sa forme habituellement utilisée :

_ 2 _ du du du
H0=§u et T=67, = —

Cette équation admet 1’onde solitaire de Russell comme solution. En effet, on montrera avec
I’Exercice 3.7 qu’elle admet des solutions de la forme

a a'l?
u(§ —ar) =3 cosh ™2 [2 (& —ar)] : (3.69)

Il s’agit d’une famille de solutions possibles ot 1I’amplitude est arbitraire et fixe sa vitesse : plus
I’amplitude est élevée, plus vite I’onde se propagera.

Précisons cette derniere remarque en écrivant cette solution sous forme dimensionnelle. En
utilisant les changements de variables (3.57), (3.64) et (3.68) ainsi que la relation (3.60), on obtient

i} 52 1/2 t ad®t
h = ho+ 8%hoHy = ho + aThocosh*2 !az (x — a>

2 1/2 2
:ho—kaghocosh2 [aﬂ, (x—vt)] , avec v:c<1+a§>,

etol ¢ =L/T = \/ghy, voir Eq. (3.56). Puisque I’amplitude de I’onde est A = max(h) — hg et que
le maximum de cosh™2(x) vaut 1, on a

3A all? 1 [3A

A="hy, = ad’=", = —=_—,/".
0; “ ho 2L 2k \ o

(3.70)
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FIGURE 3.11 - a. Evolution du profil (3.71) en fonction de A /ho ot { = x —vt et comparaison avec des
données expérimentales pour A/hy = 0.24 [66]. Incrustation : comparaison entre le profil (3.71) et un profil
réel obtenu au laboratoire interdisciplinaire Carnot de Bourgogne. b. Comparaison entre la relation théorique
et des données expérimentales [65, 67] de Ia vitesse v de 1’onde en fonction de A/hy. La droite orange
représente la prédiction théorique (3.71). La courbe hachurée grise montre une légére modification de la
prédiction théorique (3.71) suggérée par Russell. ¢. Photos d’ondes solitaires en interaction prises sur la
plage de Venice, Los Angeles.

On obtient donc finalement

1 /3A A
h=ho +Acosh™? [2_’10 h_o (x—vt)] , ou v=1/ghy (1 + Z_h()) ) 3.71)

ol A/hy < 1. La Fig. 3.11(a) montre comment ce profil évolue quand A /hg varie ainsi qu’une com-
paraison avec des données expérimentales. La Fig. 3.11(b) montre comment la vitesse de I’onde v
évolue avec A /hy. La prédiction théorique (3.71) pour v surestime les données expérimentales pour
les plus grandes valeurs du rapport A /hg. En effet, la théorie décrite ici suppose que ce rapport est
petit. Une correction d’ordre supérieure en (A /hg)? permet alors d’améliorer significativement 1’ac-
cord entre théorie et expériences [67]. L’expression suggérée par Russell, a savoir v = +/g(ho+A)
qui coincide avec I’expression (3.71) au premier ordre en A/hy, est également indiquée dans cette
figure. On constate que cette expression particulierement simple permet de bien décrire les données
sur un intervalle plus grand de valeurs de A/hg. Notons aussi que dans ses expériences, Russell a
fait varier les quantités hy et A dans les intervalles suivants : 0.025 m < sy < 1.68 m et 0.13 cm
< A <23 cm. La vitesse v de 1I’onde variait donc de 0.5 m/s a 4.3 m/s. Le théorie est donc testée
sur une large gamme de valeurs des quantités pertinentes du probleme.

p) L'équation (3.68) est la célebre équation de Korteweg—de Vries, ou simplement « KdV », obtenue
en 1895 par Diederik Johannes Korteweg (1848—1941) et Gustav de Vries (1866—1934) [68].
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Notons que cette équation avait déja été obtenue par Joseph Valentin Boussinesq (1842-1929)
en 1877 mais son nom n’a cependant pas été associé a cette équation. John William Strutt (Lord
Rayleigh, 1842-1919) étudia aussi ce probleme et son approche eu une grande influence sur le
développement mené par Korteweg et de Vries. Il aura donc fallu attendre plus de 50 ans pour
que I’observation de Russell soit comprise théoriquement. Cette équation n’a cependant pas été
beaucoup étudiée par la suite jusqu’a ce que, en 1965, Martin David Kruskal (1925-2006) et
Norman Julius Zabusky (1929-2018) montrerent qu’elle admet des solutions contenant plusieurs
ondes solitaires qui ne changent pas de forme apres une collision [69]. Ils montrérent également
que I’équation KdV est la limite continue du probleme de Fermi—Pasta—Ulam—Tsingou qui décrit
la dynamique de N oscillateurs non linéaires couplés. C’était la naissance de la théorie des solitons.

L’équation KdV se rapporte a I’interface de deux fluides; dans notre cas 1’eau et 1’air. En fait, les
conditions dans lesquelles on peut dériver cette équation sont assez fréquentes. Dans I’atmosphere,
de fortes variations de températures peuvent délimiter des couches d’air chaud et d’air froid. La
différence de densité entre les masses d’air donne ainsi lieux a « deux » fluides avec une interface
nette. De méme, de fortes variations de salinité sur de courtes variations de profondeur existent dans
certaines mers. Ici aussi, une interface nette existe et une équation KdV peut étre établie. Dans tous
les cas, ces interfaces peuvent former des ondes solitaires, d’amplitude parfois spectaculaire. Pour
aller plus loin dans cette question, le lecteur intéressé pourra consulter les ouvrages suivants [70]
(plutot axé sur les outils mathématiques utilisés pour décrire les solitons) et [66] (pour nombreux
exemples physiques et illustrations).

Exercice 3.7 Chercher une solution de 1’équation de Korteweg—de Vries (3.68) sous la forme
u(§), ot § = & —at. Montrer qu’on peut intégrer cette équation successivement pour finalement
obtenir : (du/d{)?/2 = —u® + (a/2)u® + Au+ B. Déterminer A et B en fonction des conditions
aux limites et intégrer pour obtenir la solution (3.69). u

3.3 Ecoulements fluides visqueux

Dans la Section 3.2, nous avons considéré le cas ou Re > 1 pour lequel la viscosité du fluide
peut étre négligée presque partout. Dans cette Section, nous considérons des écoulements visqueux
de fluides incompressible, V- v = 0. La viscosité entraine une dissipation de I’énergie mécanique,
Uy, comme on peut le voir en intégrant 1’équation générale (2.22) sur un volume V (7) et en utilisant
le théoreme de transport (2.11) :

du,, d lv|? >
- — ) d :/ V. (t-v)d —/ T:0dx.
ar dt/v(z)p ( 2 Ty VT de s ) T de

Lorsqu’il n’y a plus de flux d’énergie au bord du systeme, alors le théoréme de Green-Ostrogradski
(A.19) implique que le premier terme du second membre est nul. En utilisant I’expression du
tenseur des contraintes pour un fluide incompressible (2.30), on obtient

d

U
W _ 5 / v} da, 372
i u v (3.72)

ou on a utilisé v; = V-v = 0. L’intégrant étant strictement positif lorsqu’il y a un écoulement, on
voit donc que I’énergie mécanique décroit au cours du temps. Elle n’est conservée que dans un fluide
au repos. Cette dissipation d’énergie est proportionnelle a la viscosité et résulte des frottements
entre les particules matérielles qui transforme 1’énergie mécanique en énergie thermique. Notons
également qu’en éliminant le terme d’advection entre 1’identité (3.8) et I’équation de Navier-Stokes
pour un fluide incompressible (2.31), on obtient une correction a I’équation (3.12) contenant un
terme de viscosité :

dv _ p 1 0\ Hoo
5 Twxv= V(<I>+[3p+2]v|>+pV'v.
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En prenant le rotationnel de cette expression, comme nous 1’avons fait pour obtenir I’équation
d’évolution de la vorticité pour un fluide parfait (3.14), on trouve 1I’équation d’évolution de la
vorticité pour un fluide newtonien incompressible

D
D—‘j = (w - V)v+VvViw, (3.73)

ol v = u/p est la viscosité cinématique. Il s’agit d’une équation équivalente a 1’équation de
Navier-Stokes. On constate qu’a chaque fois, le terme de viscosité joue le role d’un terme diffusif.
En particulier, lorsque 1’écoulement est plan (w - v = 0), cette équation se réduit 2 dw/dt = vV >w
oul chaque composante cartésienne de w se diffusent a la maniere d’une température. On remarque
aussi que la vorticité n’est pas créée ou atténuée par les forces de pression, mais uniquement par la
viscosité.

Nous allons ci-dessous étudier quelques écoulements d’un fluide visqueux en nous limitant
a des écoulements ou le terme d’advection non linéaire de 1’équation de Navier-Stokes peut étre
négligé. C’est le cas lorsque 1’écoulement est unidirectionnel ou, comme nous 1’avons vu, lorsque
I’écoulement est caractérisé par un petit nombre de Reynolds Re < 1.

Ecoulements unidirectionnels

L’équation de Navier-Stokes est une équation aux dérivées partielles non linéaire. La non
linéarité provient du terme convectif (v - V)v qui encode les variations de vitesse d’une particule
de fluide dues a la non uniformité spatiale du champ de vitesse. L’équation de Navier-Stokes
se simplifie substantiellement lorsque que ce terme s’annule. C’est le cas pour des écoulements
unidirectionnels. En effet, supposons que le champ de vitesse soit parallele a I’axe x par exemple :
v = (vy,0,0). Les composantes y et z de la vitesse étant nulles, ces mémes composantes pour le
terme convectif le sont également. La composante x du terme convectif s’écrit alors

dv
(v- V), = vxa—; =0. (3.74)
La derniere égalité provient de la condition d’incompressibilité du fluide qui impose que vy ne
dépend pas de x : V-v = dv,/dx = 0. L’équation de Navier-Stokes s’écrit alors composante par
composante

dvy dap %ve v, ap ap
— i R AT t - = ——=0. 3.75
p at pgx ax +au ayz + azz ) € pgy ay ng aZ ( )
De plus, si g = g.e, = —ge,, représente 1’accélération gravitationnelle, elle est constante dans tout

le volume du fluide. La deuxiéme de ces équations implique que p ne dépend pas de y. En dérivant
les deux dernieres équations par rapport a x, on trouve aussi que d p/dx ne dépend pas de y et z. De
plus, la premiere des trois équations (3.75) implique que d p/dx ne dépend pas non plus de x car v,
n’en dépend pas. Cette quantité ne dépend donc pas des coordonnées spatiales. Dans ces conditions,
ol vy = vy(y,z,1) et p = p(x,z,1), I’équation de Navier-Stokes se simplifie encore

dvy  dp %vy 9%, dp _ dp
P =3 T <ay2 az2>’ 5, = P& 5 =f0. (3.76)
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Ecoulement de Couette plan

Nous considérons ici un écoulement que nous avons g
rencontré a la Section 2.2.1. Il est obtenu entre deux % v /
plaques paralleles se trouvant a une distance d ’'une de : w ’/( ) ‘ |
‘ ‘ im— S ‘ ‘

I’autre dans la direction z, voir Fig. 3.12. Une plaque
est maintenue fixe pendant que 1’autre se déplace a une
vitesse v suivant I’axe x en maintenant la distance d
constante. On consideére que 1’écoulement a atteint un FIGURE 3.12 — Géométrie d’un écoule-
régime stationnaire et donc, compte tenu de la symétrie ment de Couette plan.

du systeme, v ne dépend que de la variable z. De plus, on

suppose qu’aucun gradient de pression n’est appliqué parallelement aux plaques : dp/dx = 0. Dans
cette situation, les équations (3.76) se réduisent a

d?v, d
2 = é) =-—pg = ve(z)=v=, | p2)=patpgld—z), (3.77)

ot on a appliqué les conditions aux parois pour un fluide newtonien (2.32), v,(0) =0 et v, (d) = v, et
ol p, est la pression au niveau de la plaque supérieure. On retrouve donc la relation (2.23) introduite
a la Section 2.2.1. D’apres la relation constitutive (2.30), la contrainte a appliquer pour déplacer la
plaque supérieure a une vitesse v vaut : 0 = T, = 24Uy, = Ldv,/dz = v/d. On retrouve bien la
relation (2.24). La force par unité de volume résultante le long de x d’origine visqueuse, d>v,/dz2,
est donc nulle. En effet, une force de frottement réagit a une force « motrice » qui est absente ici
dans le fluide puisqu’il n’y a pas de force de pression n’y de gravité le long de 1’axe x.

Ecoulement de Poiseuille plan
Considérons maintenant un écoulement stationnaire ;
entre deux plaques paralleles se trouvant a une distance /

——
d I'une de Iautre dans la direction z et généré par une | :.”; va(z) | P2
différence de pression appliquée entre les deux extrémi- | P — ,
tés des plaques, voir Fig. 3.13. Puisque le gradient de | ; z
pression est constant le long de x dans un écoulement L

unidirectionnel, on a dp/dx = ¢ = p(x,2) = X+ f(2). FreURE 3.13 — Géométrie d’un écoule-
Si p(0,d/2) = p1 et p(L,d/2) = p> avec p1 > p2, alors  ment de Poiseuille plan.

plx,2) = —%x—i— £G), Fd)2) = pr, (3.78)

ol Ap = p; — p2 > 0. Le gradient de pression, dp/dx = —Ap/L, est donc négatif car la pression
diminue quand x croit. Compte tenu de la symétrie du systeme et du fait que 1’écoulement est
stationnaire, v ne dépend que de la variable z. Dans cette situation, les équations (3.76) se réduisent

N

a

d?v, Ap  dp df

=L LT opy 5 | w0

Ap
L L’ 9z dz

B 2uLZ

(d—2). (3.79)

Comme pour I’écoulement Couette plan, la pesanteur crée simplement un gradient de pression
hydrostatique vertical qui n’influence pas I’écoulement : p(x,z) = —(Ap/L)x+pg(d/2 —z) + p1.
Le profil de vitesse est donc parabolique et son maximum, vy,, se situe dans le plan de symétrie en
z=d/2:

_d*Ap
- 8ulL

_ 4y

v(z) = ?z(d —2). (3.80)

Vm
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On peut encore calculer le débit O, par unité de largeur le long de I’axe y, et la vitesse moyenne
d’écoulement U = Q/d :

3 A 12uL d*A 2
42 Ap— 1ZHLO y=42P_=2, (3.81)

d
p— d p— p— p—
Q /0 b= 7 s 2uL 3

On constate donc que pour un débit donné, la différence de pression appliquée varie linéairement
avec la viscosité et la longueur du canal mais varie comme 1’inverse au cube de hauteur du canal.

Ecoulement de Poisedille cylindrique

Considérons maintenant un écoulement induit par une . o
différence de pression Ap = p; — p» > 0 appliquée sur 19 R }—\>\\ ;
la longueur L d’une tube cylindrique horizontal de rayon : \ f
cy 2z L4t N\ /

R dans le champ de gravité. La symétrie du probleme O ]r “

N . , . . P1 —— Uy (7’) D2
suggere de le résoudre en coordonnée cylindrique (r, @,z), L=
voir Fig 3.14. On considere également que 1’écoulement a L

atteint un régime stationnaire. Le champ de vitesse n’aura  Frgure 3.14 — Géométrie d’un écoule-
qu’une composante le long de I’axe z et la symétrie du ment de Poiseuille cylindrique.

systeme impose que celle-ci ne dépend que de la variable

r. Il convient d’écrire alors 1’équation de Navier-Stokes en coordonnées cylindrique, voir Eq. (A.30)
de I’Annexe A.4.2. Sachant que v, = vy =0, v, = v,(r) et g = —ge, = g[—cos @e, + sin ey,
I’équation de Navier-Stokes se réduit a

ap 1dp ) ap 5 ud dv,
Dl e A P v/ 2 (=== .
9 pgcos Q; -9 pgsinQ; 9z uVav,(r) (3.82)

- r
r dr dr

Comme I’accélération gravitationnelle ne varie pas le long de 1’axe z, aucun des membres de

droite de ces équations ne dépend de z. En dérivant ces équations par rapport a z, on trouve donc

0;(dp/dz) = 0 Vi. Le gradient de pression le long de z est donc constant et vaut de nouveau —Ap/L.

En utilisant ce résultat et en intégrant les deux premieres équations de (3.82), on trouve

1d dv, Ap Ap
—— | r—= == L 0,7) = — —— , 3.83
r <r dr) L p(r,9,z) pgrcos @ Lz+p1 (3.83)
ou p; est la pression dans le fluide en z = r = 0. Comme x = rcos @, on a bien un gradient de
pression hydrostatique vertical le long de I’axe x en plus du gradient imposé horizontalement le
long de I’axe z. L’équation pour le champ de vitesse s’integre facilement :

2

A ApR?
v (r) = _4upL P 4ein(r)+c, = v:(r) =vm <1 = I’;2> , Vm= 4‘:17[1, (3.84)

ol les constantes d’intégration ont été fixées en demandant que le champ de vitesse ne diverge pas
et s’annule a la paroi située en r = R. Il s’agit donc d’un profil parabolique dont le maximum se
trouve le long de I’axe du tube cylindrique en » = 0. Le débit Q dans le tube s’écrit alors

R R? ApR*
Q:/sz(r)dS:27t/0 v, (r)rdr= %vm, = = ES‘LfL ,

(3.85)

ou S est la section du tube. Cette relation montre que le débit varie comme la puissance quatrieme
du rayon d’un tube circulaire (ou le carré de la section). Par conséquent, si un systeme est composé
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d’un tube de rayon R et une autre de 100 tubes de rayon R/10, de telle maniére que la section totale
soit égale 2 TR* dans les deux systémes, le débit dans le premier systeme sera 100 fois supérieur au
débit du second pour une méme différence de pression appliquée.

p) Larelation (3.85) est connue sous le nom de loi de Poiseuille qui I’établit empiriquement en 1838
et publia les résultats en 1840. Notons qu’elle a été obtenue indépendamment par Gotthilf Heinrich
Ludwig Hagen (1797-1884). Elle est donc également connue sous le nom loi de Hagen—Poiseuille.
Elle a été établie théoriquement par Stokes en 1845.

Finalement, nous pouvons encore calculer la force de frottement sur les parois du tube en
intégrant la contrainte :

F:/r-ndS, (3.86)
N

ou cette fois § est la surface latérale du tube cylindrique. La normale est donc orientée le long du
vecteur unitaire e, et les contraintes agissant sur cette surface sont donc 7, T,¢ €t T,;. En coordon-
nées cylindrique, I’intégrale le long des parois est particulierement simple puisque cette surface est
décrite par les lignes de coordonnées ¢ et z lorsque » = R. En utilisant relation constitutive (2.30) et
I’expression du tenseur taux de déformation en coordonnées cylindriques donnée en Annexe A.4.2,
la composante F, dans le sens de 1’écoulement vaut :

L 27 L /27 ov
FZ:R/ / Trz‘r:RdXd(P:.UR/ / -
o Jo o Jo dr

Ecoulements de Stokes

Nous considérons maintenant un écoulement ou le nombre de Reynolds est petit, Re < 1. Ce
régime décrit un écoulement a tres faible vitesse ou tres visqueux ou encore dans un domaine de
petite taille. On parle alors d’écoulement de Stokes ou d’écoulement rampant [creeping flow]. Dans
cette limite, nous avons montré a la Section 3.1 que I’équation de Navier-Stokes se réduisait a
I’équation de Stokes dont la forme dimensionnelle est

drdo = —dmuLvy = —nR*Ap. (3.87)
r=

uViv=Vp—pg, V-v=0. (3.88)

Rappelons que souvent la pression hydrostatique est implicitement contenue dans la définition de p
puisque pg = V pg et le membre de droite peut s’écrire comme Vp = V(p — po). En effet, nous
avons vu a la Section 3.3.1 que lorsque les forces de gravité ne sont pas la cause du mouvement,
elles n’ont aucune influence sur I’écoulement. Nous gardons malgré tout ce terme explicitement
écrit ici.

En utilisant I’identité V?v = V(V-v) — Vx|V x v] = — Vx[V x v], I’équation de Stokes
pour les fluides incompressible peut également s’écrire sous la forme équivalente

—uVx[Vxv]=Vp—pg, ouencore —uVxw=Vp—pg. (3.89)

En prenant le rotationnel des équations (3.88) ou (3.89), et en utilisant pg = V pg, on obtient une
troisieme forme de I’équation de Stokes qui ne fait pas intervenir la pression

Vx(Vx[Vxv])=Vx(Vxw)=0, ouencore V?*[Vxuv]=Viw=0. (3.90)

Si le champ de vitesse est spécifié aux bords du domaine, on peut résoudre (3.90) directement
et considérer 1’équation (3.88) ou (3.89) comme une équation pour p. A I’inverse, en prenant la
divergence de I’équation (3.88), on obtient V2p = 0. Ainsi, si la pression est donnée aux bords de
I’écoulement étudié, on peut résoudre cette équation de Laplace directement et en déduire v par
I’équation de Stokes (3.88) ou (3.89). Notons aussi que la solution de (3.88) est indéterminée, a un
écoulement uniforme V' (¢) pres.
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Loi de Stokes

Considérons une petite particule sphérique de masse volumique p, et de rayon R tombant a
vitesse constante V' = —V e, dans un fluide visqueux incompressible de masse volumique p et
de viscosité u, voir Fig. 3.15(a). Ce probléeme est équivalent a un écoulement avec une vitesse
V =V e, al’infini autour une sphére immobile placée a I’origine des coordonnées, voir Fig. 3.15(b).
La symétrie du probleme suggere d’utiliser les coordonnées sphériques. Les variables v et p ne
dépendent alors pas de 1’angle ¢ puisque le systéme est invariant par rotation autour de 1’axe z et
le champ de vitesse n’a pas de composante le long de ey,. Ce probleme classique a €té résolu par
Stokes en 1851 dans le régime Re =2p;VR/u < 1 ou I’écoulement est décrit par I’équation de
Stokes (3.88) avec les conditions aux bords :

v=Ve,=VcosOe,—Vsinbeg pour r—o; v=0 pour r=R, 3.91)

ol la seconde condition aux bords reflete la nullité du champ de vitesse aux parois. Ce probleme
peut étre résolu de différentes manieres, nous présentons ici une méthode tres directe. En utilisant
les expressions du laplacien vectoriel, du gradient et de la divergence en coordonnées sphériques,
voir Annexe A.3.2, et en tenant compte de la symétrie du systeme, I’équation de Stokes (3.88) et la
conservation de la masse s’écrivent :

ap 0%v, 29dv, 109%*, cot®dv, 2v, 2 vy 2cotBvg
@ _y Ly 2o 20 (IO 2 29V 2t TVe 92
or H [ or? + r or + r2 002 + 2 90 2 r2900 r2 ] ’ (3.922)
10p d%vg 2dvg 1 d%vg cotB dvg Vo 2 dv,
“9P 2% colvgre Yo 2oV 3.92b
rade H [ or? + r ar + r2 062 + 2 90  2sin%6 + r2d6 |’ ( )
Jdv, 2v, 1dvg vgcoth

—_—t - =0 3.92
or + r + r o0 r ’ (3.92¢)

ol

p=p+prgrcosO+c, c=cste, (3.93)

puisque prg = —prge; = —prgcosb e, +prgsinb eg.

Malgré leur complexité apparente, ces équations (3.92) se résolvent facilement. En effet, la
condition a I’infini pour le champ de vitesse suggere de résoudre le probléme & 1’aide de la séparation
des variables suivante

v, =B(r)cos, vg=—A(r)sinf, et p=puC(r)cosé. (3.94)
Les équations (3.92) se réduisent alors fortement

w_ap 20 4

Il — _(B—A .
dr dr?  rdr ,,2( ) (9.952)
C d4 2dA 2
—=——4+-—4+—(B—-A 3.95b
rodr? rdr+r2( ), (3.95b)
dB 2 r dB

et doivent étre résolues avec les conditions aux bords :
A(R)=B(R)=0, A(w)=B(x)=V. (3.96)

11 suffit maintenant d’utiliser I’expression (3.95¢) de A et de la remplacer dans I’équation (3.95b)
pour obtenir une équation pour C

2 d3B d’B dB
:%FH 1222 (3.97)

C — .
g dr? dr
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FIGURE 3.15 - a. Petite particule sphérique tombant a vitesse constante dans un fluide visqueux de masse
volumique py et de viscosité |. b. Probléme formulé dans un référentiel ou la particule de masse volumique
pp et de rayon R est immobile et ol le champ de vitesse s’annule sur les bords de la sphére et est constant
loin de celle-ci. ¢. Champ de vitesse v/V et de pression pR/(V) dans le plan y = 0. d. Comparaison entre
Ie coefficient de trainée Cp mesuré expérimentalement et I’expression théorique (3.110) dérivée de la loi de
Stokes ainsi que la correction d’Oseen (données 1 [71], données 2 [72]).

En substituant cette expression de C et celle de A dans I’équation (3.95a), on obtient une équation
différentielle de type Euler pour B :
d*B &*B _ d°B _dB
3 2
— +8r —+8r— —-8—=0. 3.98
g or dr + a2 dr (3.98)
Ce type d’équation se résout facilement en posant B = r*. On trouve alors k(k—2)(k+3)(k+1) =0

et B est alors une combinaison linéaire de ces quatre puissances possibles. Cela nous conduit alors
a la solution générale

o o o o (04
A=—— 4 2 o3+2u77, B=—+—+m+aur’, C=—+1004r, (3.99)
2r3  2r B r?

ou les expressions pour A et C sont obtenues en remplagant la solution pour B dans les équations
(3.95¢) et (3.97) et ou ¢ sont les constantes d’intégration qui sont déterminées a 1’aide des
conditions aux bords (3.96) :

o =—7, m=—7F—, =V, ou=0. (3.100)

Le champ de vitesse et la pression sont alors obtenus en combinant les équations (3.94), (3.99) et
(3.100)

3R R? , 3R R}
Vr(r’e)_vcose(l_%_‘_%’)’ Vg(r,e)——VSln9<1—4r—4r3>
3uVR
Z =- 101
p(r,0) 52 cos 0 (3.101)

A ce stade, le probleme est complétement résolu. Le champ de vitesse et de pression dans un
référentiel ou la particule est immobile sont représentés dans la Fig. 3.15(c). On constate que la
pression est maximale au « pdle sud » (6 = 7) de la sphere et minimal au « pdle nord » (6 = 0) ou
elle vaut p = £3u V /(2R). Pour trouver le champ de vitesse dans un référentiel ou la particule se

déplace a la vitesse constante V' = —V e, il suffit de soustraire V' au champ de vitesse v donné par
la relation (3.101), c-a-d soustraire V cos 6 a la composante selon r et —V sin 8 a la composante
selon 6. On vérifie alors qu’en r = R, le champ de vitesse est v = —V cosOe,+VsinBeg = —Ve,

qui est bien la vitesse de la particule.
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Nous pouvons maintenant calculer la force qui s’oppose au mouvement de la particule. Il s’agit
de la composante F; le long de 1’axe z des forces dues au fluide qui s’appliquent sur la surface de la
particule. Cette composante par unité de surface, o;, est simplement donnée par la projection le
long de I’axe z des contraintes o = 7 - n, voir Eq. (1.33), oil n = e, est la normale a la surface de
la particule sphérique et ou 7 doit étre évalué en r = R. On a donc

o=Tre+T9€g+Tp€p, = O;=0-€;

Comme le champ de vitesse n’a pas de composante le long de e, et ne dépend pas de la variable @,
on a T, = 0. En utilisant I’expression de e; en termes de e, et eg, voir Eq. (3.91), on obtient

O, = 7,080 — T,gsinh, = FZ:/GZ|r:RdS, (3.102)
S

ol on a rappelé explicitement que les contraintes doivent étre évaluées sur la surface de la sphere.
En utilisant les expressions du tenseur des contraintes en coordonnées sphériques (A.37), du champ
de vitesse et du champ de pression (3.101) ainsi que 1’équation (3.93), on trouve

0 3uv
Torlrer = —p+2U aVr =—p= ;LR cos 0 +prgRcosO +c, (3.103a)
r

B dvg  vg 1dv.\  3uV .
Tr9|r:R—.u (m—r+rae> = ———sin0. (3103]3)

L’expression de la composante z de la force exercée par le fluide sur la particule est obtenue en
combinant les équations (3.102) et (3.103)

2 b
FZ:/ d(p/ dOR*sin 6 SHV cos 6 +prgRcosB +c | cos O + 3'uvsine sin 0
0 0 2R 2R

DSy e A 2, c .
=27R do R sin@ + prgRcos 6s1n9+2sm29 . (3.104)
0

Les intégrales restantes sur 0 se calculent facilement : [ sin@d6 =2, [ cos?6sin0d6 =2/3 et
o sin20d6 = 0. On obtient alors finalement

4
F.=Fp+F, ou Fp=6muRV et FA:§77:R3pfg, (3.105)

ou Fy4 est la poussée d’ Archimeéde (Archimede de Syracuse, 287-212 AEC) qui est égale au poids
du volume de fluide déplacé et Fp est la force de trainée [drag force] qui, étant positive, est orientée
le long de I’axe z et donc opposée a la direction du mouvement de la particule. On peut écrire la loi
de Stokes sous forme vectorielle pour s’affranchir du choix des axes effectué dans cette dérivation :

Fp=—-6muRV, ou V est la vitesse de la particule. (3.106)

Application. Grice aux résultats obtenus ci-dessus, on peut calculer la vitesse terminale d’une
particule en chute libre dans un fluide visqueux. Pour cela, on doit effectuer le bilan des forces le
long de I’axe z, c-a-d le long duquel le mouvement a lieu. On a d’une part le poids de la particule

4
G= —§mR3p,,geZ = —myge;. (3.107)
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ou p, est la masse volumique de la particule et m, sa masse et, d’autre part, les forces dues au
fluide : la force de trainée, Fp, et la poussée d’ Archimede, Fj. L’ équation du mouvement de la
particule est donc

dv v, 4 4
my——=G+Fp+Fy = m——= —fﬂrR3ppg—67r,uRVZ—|— 771'R3pfg,
di &3 3
A
- —mpp—pg—67r,uRVZ, (3.108)
p

ou les forces ont été projetées sur ’axe z orienté comme sur la Fig. 3.15(b), et ou V = V,e,
et Ap = p, — py. Sans viscosité, la particule se déplacerait en chute libre avec une accélération
constante égale a 1’accélération gravitationnelle modulée par la différence de masse volumique
entre la particule et le fluide. La vitesse croit (en module) linéairement avec le temps et la particule
tombe dans le fluide si elle est plus dense que lui, Ap > 0 (V,; < 0), ou y remonte si elle est moins
dense Ap < 0 (V; > 0). La viscosité du fluide change ce comportement puisque la vitesse atteint
alors une valeur limite constante :

av, 2R%*gA
o0 = | y=tsAP (3.109)

dr ou

ou Vs = |V, (t = 0)|. Si Ap > 0, la particule tombe dans le fluide a vitesse constante. Si Ap <
0, la particule remonte dans le fluide a vitesse constante. Par exemple, en utilisant les valeurs
données dans les Tables 2.1 et 2.2, on trouve que la vitesse d’une bille d’acier de 1 mm de rayon
tombant dans du glycérol sera, en module, de V; = 1 cm/s pour un nombre de Reynolds valant
Re =2p;VR/u = 0.016.

p) Notons que I’expression de la force de trainée obtenue ici n’est strictement valable que lorsque la
vitesse de la particule est constante. Une particule ayant initialement une vitesse nulle verra sa
vitesse varier avant de saturer. Ce régime transitoire n’est donc formellement pas décrit par la loi
de Stokes. Seule I’expression de la vitesse limite 1’est. Cependant, le régime transitoire peut étre
tres court quand le nombre de Reynolds est petit. En effet, I’équation du mouvement (3.108) peut
se réécrire comme

dv, _
sz =—1-V, ou

t 2p,R?
. p= PR
T ou

RS
Il
<1
=~
Il
|

Si on résout cette équation avec la condition initiale V,(t = 0) = 0, on obtient V,(f) = e — 1. La
vitesse limite Vs = —1 est atteint pour 7 de 1’ordre de quelques unités. Par exemple, pour 7 =9/2,
on trouve que V,(7) = —0.99. Donc, pour 7 2 9/27 la vitesse limite est essentiellement atteinte :

R>  3pvRe |[R 20+ViR
P _ 2PvERe R avec Re:pfis,

b 2yp-T\ ¢’ u

V,(t) ~ -V, pour t=1"~

ot la viscosité a été éliminée au profit du nombre de Reynolds et ot p = p,/py. Si le fluide est un
liquide et la particule un solide, p sera typiquement inférieur a la dizaine et pas plus grand qu’une
trentaine. Méme si Re =1, p =30 et R=1 cm, on trouve t* =0.3setsi Re=0.1, p =10 et
R =1 mm, on trouve t* = 0.02 s.

Finalement, on peut encore définir le coefficient de trainée, Cp, (noté aussi Cxy ou Cy suivant
les pays) comme le rapport entre la force de trainée et la pression dynamique agissant sur une aire
qui est souvent choisie comme I’aire de la section de 1’objet perpendiculaire a I’écoulement. Dans
le cas d’une sphere, cette aire vaut 7R>. De plus, pour mesurer ce coefficient de trainée, I’objet est
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maintenu fixe dans un écoulement. La vitesse utilisée pour calculer la pression dynamique est celle
du fluide loin de I’objet, c-a-d ce que nous avons appelé V dans le calcul ci-dessus. On a donc

Fp  12u 24
pV2rR/2  psVR  Re’

Cp = (3.110)
La variation du coefficient de trainée comme I’inverse du nombre de Reynolds est typique des
écoulements ot Re < 1. Pour de grandes valeurs de Re, le coefficient de trainée sature et ne dépend
presque plus de Re mais présente néanmoins une chute brutale pour Re ~ 3 107 («crise de trainée »).
L’ évolution du coefficient Cp en fonction du nombre de Reynolds est montré dans la Fig. 3.15(d)
pour une sphere lisse ou I’accord entre la relation théorique (3.110) et les données expérimentales
est excellent pour des nombres de Reynolds suffisamment petits [71, 72].

Difficulté posée par les grands domaines : équation d’Oseen

Malgré ses succes pour décrire un grand nombre d’écoulements lents, il existe des écoulements
non modélisables par I’équation de Stokes (3.88). C’est notamment le cas lorsque les conditions
aux bords sont imposées a grande distance, c-a-d dans des domaines de taille au moins égale a
O(L/Re) ou L est une dimension caractéristique de 1’écoulement. C’est précisément dans ces
conditions que nous avons obtenu la solution (3.101) puisque la vitesse du fluide a été fixée a
I'infini. Effectivement, la solution de Stokes n’est physiquement pas correcte loin de la sphere.
Dans un référentiel ou le fluide est fixe a I’infini, et donc ou la sphere se déplace avec une vitesse
V = —Ve,, le champ de vitesse loin de la sphere (r = ry > R) vaut

1

3R 3R 45 psV?R?
v,(r,G):—EVCOSG, ve(r,e):EVsinO, = uczipfvz(r): Py

32 2

(3.111)

ou u, est I’énergie cinétique du fluide par unité de volume. L’énergie cinétique du fluide, U,, loin
de la sphere s’obtient en intégrant cette densité d’énergie sur le volume pour r > rg :

2r
U.= / d(p/ dGsmG/ drr?uc(r) = /drprZRz—oo (3.112)

Le champ de vitesse obtenu a partir de I’équation de Stokes (3.88) ne décroit donc pas assez vitesse
avec la distance pour obtenir une énergie cinétique finie.

La raison pour laquelle on obtient une solution non physique loin de la sphere est que les termes
négligés pour obtenir I’équation de Stokes ne sont alors plus négligeable. Dans un référentiel ou
la particule se déplace a une vitesse V', le champ de vitesse du fluide n’est pas stationnaire. Si
a I’instant z, le centre de la particule se trouve en O et qu’il se trouve en O’ a 'instant 7 + dt, la
distance 7’ entre O’ et un point M du fluide vaut 7’ = O'M = O'M + OM = —V dt +r. La variation
du champ de vitesse du fluide due au mouvement de la sphere pendant un temps dt est donc égale a
dv/dt =v(x—Vdr) —v(x) = —(V - V)v dr. On arrive donc a I’estimation

2
Pf’a;;‘ =prl(V-V)o ﬁpfv‘?:’ ~psV (35) i :Pf%7

ou I’ordre de grandeur du champ de vitesse a une distance D de la sphere a été estimé a ’aide de la
relation (3.111). Par contre, le terme de contraintes visqueuses est quant a lui de I’ordre de

R\ 1 R 9 VD D
Hle’vlﬁn(VD> _ v prlov|  pVD D

p: Hps 7 ulvav| - u 2R

Donc, pour des distances D 2 R/Re, la variation temporelle du champ de vitesse n’est plus
négligeable par rapport au terme visqueux méme si Re < 1.
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Se placer dans un référentiel ou la particule est immobile ne résout évidemment pas le probleme
puisque, méme si le champ de vitesse est maintenant stationnaire, loin de la sphere le terme advectif
(v-V)v tend vers (V- V)v o V est la vitesse du fluide loin de la sphere. L’ordre de grandeur
de ce terme est (V' - V)v ~ V|d,v| ~ V2R/D?, ot1 on a utilisé I’expression (3.101) du champ de
vitesse. A grande distance D, il n’est donc pas négligeable par rapport au terme visqueux qui lui
décroit comme D 3. C’est pour cette raison qu’Oseen (Carl Wilhelm Oseen, 1879—1944) proposa
en 1910 de palier a ce probléme en introduisant un terme correctif a I’équation Stokes

p(V-V)v=pg—Vp+uvv. (3.113)

Cette équation est a utiliser lorsque la vitesse du fluide est fixée a I’infini, c-a-d dans notre cas dans
le référentiel ou la particule est fixe. Cette équation reste linéaire pour le champ de vitesse et est
donc beaucoup plus simple que 1’équation de Navier-Stokes. A ce stade, on pourrait penser qu’on
aurait pu faire ce raisonnement plus tot et effectuer les calculs avec cette équation au lieu d’utiliser
I’équation de Stokes. Cependant, bien que 1’équation d’Oseen conduise a une solution physique
loin de la particule sphérique, elle n’est pas correcte pres de celle-ci! Il est alors nécessaire de
calculer le champ de vitesse prés de la sphere avec I’équation de Stokes, comme nous 1’avons
fait plus haut, et, ensuite, de calculer le champ de vitesse loin de celle-ci avec 1’équation d’Oseen
avant de raccorder les deux solutions avec des techniques de raccordements asymptotiques qui
dépassent le cadre de ce cours. Pour plus d’information sur ces techniques, on pourra consulter le
cours PHYS-F427 ou des ouvrages spécialisés sur le sujet comme [73]. On peut alors montrer que
la force de trainée (3.106) est modifiée et devient

3 1/2
Fp=—-6muRV [1+16Re} + O(Re?). (3.114)

On peut maintenant questionner le bienfondé du raisonnement mené dans la Section 3.1 lors
de I’adimensionnement de I’équation de Navier-Stokes. En effet, si on adimensionne 1’équation
d’Oseen comme nous 1’avons fait a la Section 3.1 pour obtenir 1’équation (3.3), c-a-d en utilisant
les relations (3.1) et (3.2), on obtient (en incluant les primes) :

1
(VI.V)w' =g -Vp'+ R—CVZ'U’, = Re(V' -V)v' =¢"-Vp'+ V>,

ol on a introduit g” = Re g’ et p” = Re p’, tous deux supposé d’ordre 1. 11 s’agit de I’équation de
Stokes adimensionnée (3.5) avec un terme qui devrait, a priori, étre négligeable lorsque Re < 1.
On peut donc s’étonner du fait qu’un terme aussi petit que le membre de gauche ci-dessus puissent
jouer un rdle important. A cet égard, I’exemple mathématique suivant est éclairant. Soit I’équation
a résoudre

d*u du du

G2 tRe =0, Re<<l, | =1 u(=)=V. (3.115)
x=0

La solution peut étre écrite exactement : u =V — e *Re /Re. Si, par contre, on met directement
Re =0 dans (3.115), alors, on obtient I’approximation # = A + x et on se trouve dans 1’impossibilité
de satisfaire la condition u — V a 'infini. Le terme Re(du/ dx) est donc indispensable pour résoudre
le probleme et c’est une situation analogue a celle que I’on rencontre avec (3.113), lorsque des
conditions sont imposées a I’infini. D’un point de vue technique, cette difficulté se résout par la
considération d’une « couche limite » a ’infini, mais nous n’entrerons pas dans ces détails ici.
Bien que I’équation d’Oseen ait été proposée en 1910, ce n’est qu’a la fin des années 50, avec
I’élaboration des techniques modernes d’analyse asymptotique, que sa validité a été comprise.
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Ecoulements quasi-paralléles : Approximation de lubrification

Nous avons vu dans la Section 3.3.1, que lorsque I’écoulement est unidirectionnel, une seule
composante de la vitesse est non nulle. Dans ce cas, le terme non linéaire d’advection (v - V)v
de I’équation de Navier-Stokes est nul car le gradient de vitesse est perpendiculaire a la vitesse.
On obtient alors les équations linéaires (3.75) ou (3.76) pour le mouvement du fluide. Dans cette
Section, nous abordons une classe importante d’écoulements se déroulant dans un espace confiné le
long d’une direction spatiale, comme, par exemple lorsqu’un film liquide coule le long d’une paroi,
comme les larmes a la surface des yeux, ou coule entre deux pieces d’outil, ou encore lorsque de
I’air est emprisonné entre une feuille de papier et une table sur laquelle elle glisse. Dans toutes ces
situations, le champ de vitesse est pratiquement parallele aux parois ce qui simplifie également les
équations.

Pour formaliser le fait qu’une dimension

est plus petite que les autres, nous supposons ‘[Z /
que les dimensions latérales du systeme le 4 0
long des axes x et y sont d’ordre L et que e I #__-_4@"""
dans la direction de confinement, z, les lon- ho oot hl(a:) z

gueurs sont d’ordre hg. Le rapport d’aspect,
0 = hy/L < 1, est donc le petit parametre
du probléme. On suppose de plus que I’écou- FIGURE 3.16 — Schéma d’un écoulement de lubrification.
lement posséde une vitesse caractéristique V = |V'| dans un plan parallele aux axes x et y de sorte
que vV, =v,/V et v’y =v,/V soient d’ordre 1, voir Fig. 3.16. La conservation de la masse implique
donc que v, = v,/(8V) est aussi d’ordre 1 :
! avl,

Z‘ngi)f ‘Za;,—khlongzo = v, =6V, ou 5:%<<1. (3.116)
Cette vitesse caractéristique permet aussi de définir un temps caractéristique tel que ' = Vt/L
soit d’ordre 1. On peut donc mettre les variables a I’échelle de la mani¢re suivante ou toutes les
quantités primées sont supposées d’ordre 1 :

Vv

L
(x,y,27) = L(X',y,87), (vx,vy,vz):V(v;,v;,ﬁv;), p=Pp, t:Vt/’ (3.117)

ou la pression a été mise a 1’échelle avec un facteur P qui sera déterminé ci-dessous. En procédant
comme aux Sections 3.1 et 3.2.6, on utilise ces mises a I’échelle pour adimensionner I’équation de
Navier-Stokes :

DV, P <png 8p’> ) (azv; 0%V, 182\/;)

D 2\ P ox) TRe\a2 T o2 T 5292
P (pgyL_ap'> 5 (8% 9%, 18%)

T~

Dv
—_y_ - et — 4 i
Dt pV2Z\ P ay Re \ dx2  9y? &2 972

DV, P (pgzho ap'> 5 <azv; 9, 1azv;>

D o2\ P 97) TRe\a2 T2 T o

ou le nombre de Reynolds est donné dans ce cas par Re = pVho/u. Puisque 6 < 1 et que les
quantités primées sont supposées d’ordre 1, le dernier terme des forces visqueuses, c-a-d 82vf /972,
est beaucoup plus grand que les deux autres qui peuvent étre négligés. Les équations se réduisent
donc a

Dvi P (pgl Jp 1 9%, % P [(pglL Iy 1 32V/y
Dt pVZ\ P ox' SRe 072’ Dt pV? dRe 972’
Dv, P (pgzho ap'> 1 9%,

DY 52pVI\ P 97 ) SRed?

P ay’
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A ce stade, si nous voulons simplifier davantage les équations et éliminer les termes inertiels des
membres de gauche, nous devons faire une supposition supplémentaire et demander que le nombre
de Reynolds ne soit pas trop grand. Si

L

1
l, = Re< ~—=-— (3.118)

SRe 5

alors les membres de gauche des équations sont négligeables par rapport aux derniers termes des
membres de droite et les équations deviennent

0%/, 8PRe <8p’ B png> azv/y __ 0PRe <8p’ pgyL>

972~ pv2 \ox P 072~ pv2 \dy P
o, _ PRe ap’  pg:ho
92 &pv2\az P )’

Notons que la condition imposée sur le nombre de Reynolds est beaucoup moins restrictive que
celle imposée pour obtenir I’équation de Stokes en géométrie quelconque, a savoir Re < 1. Le
confinement de 1’écoulement permet de négliger les termes non linéaires de 1’équation de Navier-
Stokes pour des valeurs de Re significativement plus grandes.

Nous devons maintenant fixer la pression P pour obtenir des équations qui ont un sens. Si on
suppose que P est d’ordre 6" avec n > —1, alors les membres de droite des deux premiéres équations
sont négligeables face aux membres de gauche et on obtient un champ de vitesse indépendant des
gradients de pression, ce qui n’a pas de sens. Si P est d’ordre 6" avec n < —1, alors ce sont les
membres de gauche qui sont négligeables et le champ de vitesse est indéterminé. On arrive donc a
la conclusion que

_pV: _ uvL

_ _ Ve 3.11
SRe I G119

L’échelle de pression est donc un facteur 1/0 plus grande que dans le régime non confiné. Les
équations adimensionnées prennent alors leur forme définitives

0. ap' o, 9p ap’ v
972~ ox 8 azfzy oy — 8y 97 8z 57~ (3.120a)
/ pgxh(z) / pgyh(z) ' 5szh(2) 5 ho pVhy 1
= =0 g = =20 Re= ~. (3.120b
8x W 8y wy 8 wv 7 Re m <3 ( )

Suivant les cas, les quantités g} seront négligeables ou non. Si le mouvement des parois impose la
vitesse V, on peut souvent négliger la gravité et I’échelle de pression est fixée par la relation (3.119).
Par contre, lorsque la gravité est responsable de I’écoulement, au moins un des g} est d’ordre 1.
L’échelle de vitesse est alors fixée par les relations (3.120b), ce qui fixe 1’échelle de pression par la
relation (3.119).

On peut maintenant facilement réécrire les équations (3.120) sous forme dimensionnée en
utilisant les équations (3.117) et (3.119) :

0%y, dp %vy, dp dap dv;

=2 _ X _ZE_ = — =0. 121
.u azz ax pgxa ‘U, azz ay pgy7 82 pg27 aXi 0 (3 )

Ces équations sont applicables si une dimension, /g, de 1I’écoulement est plus petite que les autres
de dimension L et si le nombre de Reynolds est suffisamment petit et satisfait la condition (3.120b).
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Notons que ces équations sont identiques a celles obtenues pour un écoulement unidirectionnel
stationnaire (3.75), pour lequel v, = v, = 0, lorsque v, ne dépend pas de y et ce, bien que les
hypotheses utilisées pour dériver les équations (3.121) soient différentes.
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Application 1 : deux surfaces en mouvement relatif.

Considérons I’écoulement bidimensionnel 42 a
décrit dans la Fig. 3.17, ou deux parois sont
séparées par un film mince de fluide visqueux
de masse volumique p et de viscosité u. La
paroi inférieure se déplace avec une vitesse
constante V' = Ve, alors que la paroi supé- P~
rieure est immobile. On suppose que la distance \\:\\\ Paroi 2
moyenne les séparant est petiEe comparée a leur 06 D/4 A>r A Flide 14
longueur le long de I’axe x. A I’aide des équa- S T
tions (3.121), nous allons calculer le champ de —— —_— =2
vitesse et la distribution de pression entre les
deux surfaces. Comme le mouvement est induit 0 v
par le mouvement d’une paroi, nous négligeons Paroi1 : ——s ‘
la gravité. Tenir compte de la gravité serait aisé. ° o2 e o8 !
Dans ce cas, g, = g, =0 et g, = —g. On trou-

/
z=h(z),v; =v,=0 z=0,v, =V,v,=0
| R F e o

—>

o v

(A7) Yy (od - d)

o

FIGURE 3.17 - a. Couche de lubrification entre deux

rait alor la gravité induit simplemen ; .
verait a_o s quefa g avité indu t simp ? ,e. t surfaces en mouvement relatif. b. Profil de pression
un gradient de pression hydrostatique qui n’in- champ de vitesse (v/V) de I’Exercice 3.8 avec A =

fluence pas I’écoulement comme nous ’avons () 7.
observé pour les écoulements de Couette et de Poiseuille étudiés a la Section 3.3.1. Les équations
(3.121) a résoudre se réduisent donc a

o>v, dp Ip _0 dvy dv,

Moz “ov ar =" e 12

La seconde équation nous informe que p = p(x). Dés lors, la premiére équation s’intégre facilement :

2
R Wit h®), = ) “"’<z—h<x>>+v[l—ﬂ, (3.123)

) =50 T2 dx h(x)

ol les fonctions indéterminées, f;, ont été fixées a I’aide des conditions aux bords de non glissement,
c-a-d v(z=0) =V et v,(z = h(x)) = 0. Il nous reste maintenant a exploiter la troisi¢me équation
traduisant la conservation locale de la masse. En utilisant I’expression de vy, on obtient

av, vy z d%p z dp dh z dh
—_— = (z- — =V —=—. 124
2 . et N yan VEw 3.124)
Comme p et h ne dépendent que de x, cette équation s’integre aisément :
2 42 2 2
zZdplz h z- dp dh z- dh
=————=|c—=z|+—FF-V—5— 12

vl = =5 [3 2} A dx dx 212 dx (3.125)

ou la fonction indéterminée issue de I’intégration est nulle puisque v,(z = 0) = 0. La seconde
condition aux bords, v,(z = h) = 0, nous donne une équation pour & = h(x) :

dx

W d&?p K dpdh V dh di 1 d [ ;dp
— =0 " . 3.126
Dud? dpdrdr 2dx dx 6/,de[ } (3.126)

11 s’agit de I’équation de Reynolds. Si h(x) est donné ainsi que p aux bords du domaine, on peut
calculer la pression p a I’aide de 1’équation (3.126) et, ensuite, le champ de vitesse dans le film via
les équations (3.123) et (3.125).
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Application 2 : étalement d’un film.

Considérons a présent I’étalement diiala a |
gravité d’un film de fluide visqueux de masse
volumique p, de viscosité u et de tension su- o
perficielle y. Nous simplifions le probleme en T
nous restreignant a un écoulement bidimension-
nel dans le plan (x,z). On suppose que le film
s’étale sur une paroi parallele aux axes x et y
avec I’accélération gravitationnelle orientée le P z = h(z,1) ﬁf
long de I’axe z, voir Fig. 3.18. A Iaide des équa- L
tions (3.121), nous allons calculer le champ de X
vitesse, la distribution de pression et la forme
de la surface libre du film au cours du temps.
Pour ce faire, nous supposerons donc que la
pente de la surface du fluide en contact avec I’air est faible : dh(x,t)/dx < 1. Dans ces conditions,
les équations a résoudre au sein du fluide sont

lg

z:Oxzvz:vz:U ()C/

FIGURE 3.18 - a. Schéma tridimensionnel du sys-
teme. b. Vue de coupe dans Ie plan (x,z).

2>v, dp dp dvy dv,
— ¢  ZE__ X4 220, 3.127
# a2 dx’ 9z P& % + 9z ( )
Ces équations sont a résoudre avec la condition de non glissement a la paroien z =0: v(z=0) = 0.
Au niveau de la surface libre, nous avons 1’équilibre des contraintes (2.38) entre un fluide newtonien
et un gaz (ou un fluide parfait) ainsi que la condition cinématique (2.40) qui donne la forme de

I’interface :

dh oh
T =0,  Pam + Tun = 2HY, VZ:E”’C%’ pour z=h(x,t). (3.128)

Afin de calculer les contraintes, nous devons calculer les vecteurs normal et tangent a I’interface.
Le premier est obtenu a ’aide de la relation (2.36) ou ¥ = z — h(x,1) :

dh

-1/2
1+<>] ~e;, = txe, (3.129)
dx

[,
n=|-5 ete

ol on a utilisé la condition de faible pente nécessaire a I’application de 1’approximation de lubrifica-
tion. On a donc T,; = T,; = U(Jyv, + d,vy) ~ LIV, puisque, sur base de ’analyse générale menée
a la Section 3.3.3, d,v, < d,v,. On a également T, = T,, = —p + 2 d.v, ~ —p. Finalement, dans
un écoulement bidimensionnel, courbure étant nulle le long de 1’axe y, la courbure moyenne est
donc simplement égale a la courbure de I’interface h(x,?) :

2 2] 73/2 2
2H (x,t) = x(x,1) = oh [1+ (ah> ] a (3.130)

T ox? ox T o

ou on a de nouveau utilisé la condition de faible pente. Notons que comme la normale pointe a
I’opposé du centre de courbure, la courbure moyenne doit €tre prise négative ; c’est bien le cas ici.
Les conditions aux bords peuvent donc étre écrites comme

vy 9%h oh dh

7:0) = /3 V:7+V77
9z P="192 "7 9 Tox
Rappelons que, comme nous 1’avons fait a la Section 3.2.4, la pression atmosphérique n’est pas
indiquée explicitement, elle est absorbée dans la définition de p (p — patm — p). On mesure donc la
pression par rapport a la pression atmosphérique.

pour z=h(x,t). (3.131)
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Nous pouvons maintenant résoudre ce probleme. L’ intégration de la seconde équation de (3.127)
nous donne le champ de pression

d%h
P(xaz’t):_PgZ‘f‘fl(x’t)a = p(x7z,f):pg[h(x,t)—Z]—'}/a(x);’t), (3132)

ou la fonction arbitraire f; a été fixée par la condition aux bords (3.131). Comme 0, p est indépendant
de z, la premicre équation de (3.127) s’integre facilement

20 10
Vx(xuz’t)zzzi’uaii +f2(x,t)z+f3(x,t), = VX(X,Z,Z‘):ETZZ(Z_ZI’I), (3133)

ot les fonctions arbitraires f; ont été fixée en utilisant la condition de non glissement v,(z = 0) =0
et la condition (3.131) en z = A. Il reste maintenant a utiliser la troisieme équation de (3.127) :

dv,  dvy  z d%p

Comme d, p et h ne dépendent pas de z, cette équation s’integre aisément :

2 d%p [z B } 22 dp oh

vZ(X’Z’t):_ﬂﬁ g ﬂga7 (3135)

ou la fonction indéterminée issue de I’intégration est nulle puisque v,(z = 0) = 0. L’équation
donnant I’évolution de I’interface fluide-gaz, est obtenue en utilisant la condition cinématique
(3.131), I’expression (3.133) de v, et I’expression (3.135) de v, évaluéesenz =h :

o s len— vl oh _ 1% W Ipoh 1 0 [ 5p
or Al T ey T R 9 T W axax 3uax | ox|

En utilisant I’expression (3.132), on obtient finalement 1’équation d’évolution de I’interface :

oh _pgd [,5(oh v 9°h
ot 3uox [h (8x_pg8x3 : (3.136)

Il s’agit d’une équation aux dérivées partielles impliquant une dérivée spatiale d’ordre 4 et une
dérivée temporelle du premier ordre. Il faut donc se donner la forme initiale du film, 4(x,0), et
4 conditions aux bords. La hauteur du film sera nulle au bord du domaine et I’angle que fait sa
tangente au point de contact avec la paroi sera donné par 1’angle de contact 6,. On aura donc 4
conditions aux bords. Cependant, la complexité provient du fait que le bord du domaine varie dans
le temps puisque I’étalement doit se faire 2 volume constant. Dans un modele bidimensionnel, ¢ca
revient a demander que I’aire A du film soit constant. Cette équation doit donc étre résolue avec la
contrainte

L(r)
A :/ h(x,t) dx = cste, Vt, (3.137)
0

ou la position d’un point de contact avec la paroi est fixé a 1’origine des coordonnées et 1’autre,
situé en x = L(t) est libre de se déplacer pour conserver I’aire. On peut évidemment tirer avantage
de la symétrie du probléme et placer I’axe z au centre du film le long de I’axe de symétrie. Dans ce
cas, on impose h(L(t) /2,t) = 0, dch(x,1)|x—r(1)/2 = — tan O, Ixh(x,1)[x—0 = 0 et 95 h(x,1)[,—0 = 0,
les deux dernieres conditions prenant en compte la symétrie de réflexion par rapport a x = 0.
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FIGURE 3.19 — a. Evolution des profils stationnaires H = h/({.tan,) (3.141) en fonction de A =
A/(f*tan6,) et oir la largeur L/{, du film est fixé par la conservation de I’aire (3.142). b. Vue de coupe de
gouttes d’eau de différentes tailles [74]. c. Largeur du film L/{, en fonction de I’aire réduite A. d. Hauteur
réduite du film Hoy = ho/({.tan 6,) en fonction de I’aire réduite A.

Dans 1’équation (3.136), on reconnait la longueur capillaire (3.27) qui donne 1’échelle de
longueur sous laquelle les forces capillaires dominent les forces gravitationnelles. Cette équation
peut aisément s’adimensionner en utilisant la longueur capillaire comme échelle de longueur et
1/ (pgl.) comme échelle de temps

oh 19 [-5(dh J°h - h  _ x _ 1 o
i (55 e o R T O

Cette échelle de temps 7 montre la compétition entre les effets visqueux qui ralentissent la
dynamique, et augmente donc son temps caractéristique, et les forces capillaires et gravitationnelles
qui, étant les moteurs de 1’étalement, accélerent la dynamique en réduisant 7'.

Comme le probléme dynamique d’étalement (3.138) doit étre couplé a la contrainte de conser-
vation de volume (3.137) et sa résolution est donc assez complexe. Nous pouvons cependant trouver
la forme de la solution stationnaire analytiquement. Pour les temps longs, la forme du film tend
vers une forme stationnaire qui est donc solution de 1’équation

1d[.5/dh d&h 5 (dh  &h
e = _ = —— = . 1
T [h (dx di3>} 0, = h <di e cste (3.139)

Si on suppose que le profil du film est symétrique et que 1’on place 1’origine des coordonnées sur
I’axe de symétrie, on a di/dx = d*h/d#® = 0 en & = 0. Donc la constante d’intégration est nulle.
Il nous reste donc a résoudre

dn  dh dh = dh

—=— — =0, h(L/2)=0, — = —tan®@,. 3.140

G am N Geley =0 MED=0 G, = Tl (3.140)
La solution générale de cette équation est 4(X) = ¢ e+ c2 e * + 3 et I’application des 3 conditions
aux bords permet de fixer toutes les constantes d’intégration et d’obtenir la forme du film aux temps
longs :

h(E) = mti‘gf/z) [cosh (s) —coshi] , fe[-L/2,L/2]. (3.141)

A ce stade, la largeur du film, L, est indéterminée et est fixée en calculant I’aire A du film qui est
supposé connue :

_ 5o L L
A= Zh(x)dx:2 Ecoth 3 —1|tan@,. (3.142)
2
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Cette contrainte, qui détermine L en fonction de I’aire du film et de 1’angle de contact, ne peut pas
se résoudre exactement mais la solution s’obtient aisément numériquement. La forme finale du
film dépend de ses dimensions. Si L = L//,. < 1, les forces capillaires dominent et le film prend la
forme d’une chainette inversée. Si L = L/, 2 1, les forces de gravité dominent et le film prend la
forme d’une « crépe ». L’évolution de la forme du film en fonction de I’aire A/ tan 6, est montrée
dans la Fig. 3.19(a). On constate que si on définit une hauteur réduite H = //tan 6, et une aire
réduite A = A/ tan 6., on obtient des profils universels.

On peut quand méme obtenir des informations analytiques sur la forme du film en calculant son
élévation maximale, /(0) = K, dans deux régimes asymptotiques, c-a-d lorsque A < 1 et A > 1:

3 _
Ho ~ ?A, L~V6A, pour A<, (3.143a)

Ho~1, L~ A, pour A>1, (3.143b)

ot Ho = ho /tan 6, et A = A /tan 6. Pour obtenir ces comportements nous avons utilisé : xcothx ~
1 +x2/3 pour x < 1; xcothx ~ x pour x > 1; coshx ~ 1 +x2/2 pour x < 1. Ces comportements
asymptotiques sont comparés dans la Fig. (3.19)(c) et (d) aux évolutions exactes obtenues a partir
de solutions numériques des équations (3.141) et (3.142). On constate que la largeur du film L
augmente logiquement dans les deux régimes lorsque I’aire du film augmente mais a des rythmes
différents; elle augmente plus rapidement quand les forces de gravité dominent. Par contre, la
hauteur du film augmente en régime capillaire mais atteint une valeur limite quand les forces de
gravité domine. Notons quand dans les deux cas on a bien entendu HoL ~ A.

Exercice 3.8 Résoudre I’équation de Reynolds (3.126) pour h(x)/hg = 1 — Ax/L avec les
conditions aux bord p = py pour x = 0 et x/L = 1. Montrer que la pression p dans le film et que
la charge totale Q supportée par la face i(x) sont données par les relations

ULV  6Ax(1—x) _,uVL26<ln[ 1 }_ 22 )
B @2=2)(1-28 A2 2-4

P=Ppot =2

Ofl)?:x/L. n

Exercice 3.9 On peut modéliser un glacier comme un fluide tres visqueux de masse volumique
p et de viscosité i coulant sous son propre poids. Comme le fluide est trés visqueux, 1’échelle
de temps associée aux déformations est tres grande. Par contre, 1’apport de matiere par les chutes
de neige se produit sur des temps beaucoup plus courts. On peut donc modéliser I’accumulation
de neige a la surface du glacier par un flux de matiere constant g qui détermine la masse
de neige tombée par unité de temps et de surface ([g] = [kg][m]2[s]~'). Lors des bulletins
météorologiques, on parle souvent de hauteur de neige accumulée par unité de temps, g ([g] =
[m][s]~1). Relier ces deux quantités en supposant que la hauteur de neige est uniforme par unité
de surface et montrer que 1’évolution spatio-temporelle de la surface libre du glacier est alors
donnée par 1’équation

oh _pgd (W on\
or 3puox\3ox) 7

ou la différence de densité entre la neige et la glace est négligée. u
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(4. Solides : tige, plaque et instabilités

Dans ce chapitre, nous allons considérer les déformations de corps élastiques minces, c-a-d
ayant au moins une dimension beaucoup plus petite que les autres comme les tiges (poutres) et les
plaques (feuilles ou films), résultantes de 1’application de forces extérieures. Nous nous limiterons
cependant a des déformations simples telles que la forme du corps puisse étre décrite dans un plan.
Nous montrerons que cette simplification permet néanmoins de décrire beaucoup de systeémes dont
la physique est intéressante.

Tige et plaque : théorie linéaire

Avant d’obtenir I’équation décrivant le champ de déplacement d’une tige soumise a des forces,
nous rappelons le cas d’une corde sous tension.

Corde : équation linéaire

Une corde est une tige dont on néglige la réponse a une
compression ou un cisaillement. Dans cette idéalisation, une
corde peut étre courbée sans que cela cofite de I’énergie. Une
tige peut étre assimilée a une corde lorsqu’elle est soumise a une
tension importante. La résistance de la tige a une déformation
transverse par rapport a son axe sera essentiellement due a
la tension et non a sa résistance a la flexion. Cela revient a
considérer une tige avec un module de Young nul. Une corde
est donc nécessairement sous tension.

On considere une corde soumise a une tension 7 = |T'|
([T] = [N]) et dont I’axe est situé le long de I’axe x, voir Fig. 4.1. FIGURE 4.1 - Bilan des forces pour
On suppose que le déplacement est purement normal a son axe : "¢ €O"! de en tension.
u = uze,. On perturbe ensuite la position d’équilibre de la corde
et on souhaite connaitre 1’équation décrivant son mouvement, c-a-d I’équation d’évolution de u,.
Pour ce faire, on procede de la maniere habituelle en considérant un petit élément de corde situé
entre x et x 4 dx, et dont la longueur d’arc varie entre s et s 4 ds, sur lequel on applique la seconde
loi de Newton. Notons que pour ne pas alourdir les notations, on n’indiquera pas explicitement
la dépendance temporelle des variables mais on a bien entendu, par exemple, u, = u,(x,7). La
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projection des forces agissant sur I’élément de corde le long des axes x et z donne

dF, = —T(s)cosO(s)+ T (s+ ds)cos O(s+ ds), (4.1a)
dF. = —T(s)sin0(s) + T (s+ ds)sinO(s+ ds). (4.1b)

En développant au premier ordre en ds, on obtient

dF, — ‘9523) c0s O(s) ds — T(s) sin 6(s) ‘93(;) ds gs T (s) cos 6(s)] ds (4.22)
dF. =T(s)cosO(s) diis) ds+ aggs) sinO(s) ds = aas[T(s) sin O(s)] ds. (4.2b)

En imposant qu’il n’y ait pas de mouvement le long de I’axe x (dF; = 0), on obtient que la
composante de la tension le long de cette axes ne varie pas dans 1’espace : 7'(s)cos 6(s) = T (¢). La
seconde loi de Newton le long de I’axe z s’écrit alors

2
ot =dF, = i[T(s)sin9(s)] ds = TCOSGM ds = TCOSQM

os ox

dx, (4.3)

ou dm = p dx est la masse de 1I’élément de corde et p est la masse linéique de la corde supposée
uniforme le long de la corde ([p] = [kg][m]~!). Notons que I’élément de corde, initialement de
longueur dx, s’allonge 1égerement pour permettre a la corde de se déplacer transversalement si celle-
ci est maintenue aux bords (ce qui est nécessaire pour lui appliquer une tension). Cela conduit a
une légere modification de la densité car la masse est conservée : dm = pdx = p’ds = p’ dx/cos 6,
puisque le lien entre la longueur d’arc, ds, et dx est simplement dx = ds(1+ (dyu;)?)~'/?> =cos 0 ds.
On en déduit que p’ = cos 0 p. Cet allongement de la corde modifie la tension dans celle-ci. Si le
matériau est hookéen, la tension est donnée par

ds — dx 1
T(S):T0+ESo< sdx >:T0+ESO <0059(s)_1>7 (4.4)

ou Ty et Sy sont les tension et section de la corde dans sa position d’équilibre u, = 0. Si I’amplitude
du mouvement transverse est petite comparée a la longueur de la corde, c-a-d dyu, < 1 et donc
cosO ~1,onaT(s)~T.

A ce stade, il ne reste plus qu’a exprimer la dérivée de tan6 en fonction du champ de dé-
placement, u., pour obtenir 1’équation recherchée. Pour cela, on note simplement que tan 6 (x) =
du,(x)/dx. En remplagant dans 1’équation (4.3), on obtient, pour des petites amplitudes transverses,
I’équation d’onde bien connue

d%u,(x,t) 0%u;(x,t) . T
5t2 =7 8Zx2 , ou v= ; 4.5)

Pour résoudre cette équation, il faut se donner les position et vitesse initiales de la corde, u,(x,0) et
diuz(x,0), ainsi que deux conditions aux bords

p) Le lecteur intéressé pourra consulter I'article [75] pour la version non linéaire de I’équation (4.5).
La relation v> = Tj)/p semble avoir été remarquée par Vincenzo Galilei (1520-1591), le pere de
Galilée (1564—-1642) avant d’étre précisée par Marin Mersenne (1588-1648) en 1637. L’équation
(4.5) a été présentée par Jean Le Rond d’ Alembert (1717-1783) en 1747 devant I’ Académie Royale
des Sciences de Berlin.
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Notons aussi que si une force par unité de longueur f = f(x,7)e, est appliquée transversalement

a la corde, son poids f = —pge, par exemple, elle s’ajoute simplement au bilan des forces le long
de I’axe z et I’équation devient
9%u,(x,t) d%u;(x,t)
L =T - 1). 4.6
12 0 o2 +f (x, ) (4.6)

L’argument se généralise a deux dimensions pour une membrane (une plaque dont on néglige le
module élastique) et conduit a
82uz ('x? y7 t) — Tx azuz (’x? y? t) + 7} azuz (x7y7 t)
or? dx? dy?

+ f(x,,1).

Ici, bien siir, p est la masse surfacique ([p] = [kg][m]~2), la tension est une force par unité de
longueur ([T] = [N][m] ') et la force transverse est une force par unité de surface ([f] = [N][m]2).
Enfin, dans le cas ou T, # T,, on est toujours libre de redéfinir T, = Ty et y = /T, /Ty, ce qui
donne, en définitive,

azuz (x’ y? t)
ot?

ot V2u, ~ K, + Ky est la courbure moyenne.

= TOVZMZ(-xay)t) +f(-x7y7t)7

Tige : équation linéaire

Contrairement a une corde, une tige oppose une ré-
sistance a une compression, une flexion ou une force de
cisaillement (force tranchante). Tout élément de forme
élancée peut se modéliser en premiere approximation
comme une tige : os, brin d’herbe, cheveux, cables, etc.
Pour obtenir I’équation donnant la forme d’une tige su-
jette a des forces, nous devons maintenant tenir compte
de sa réponse élastique contrairement a une corde. Nous
verrons plus loin que lorsqu’une tige est courbée, un
couple de force, M, et une force de cisaillement, IV,
apparaissent. Pour le moment, nous supposons leur exis-
tence en chaque section transverse ; nous dériverons leur
expression dans la Section 4.1.3. La Fig. 4.2 montre que FIGURE 4.2 — Bilan des forces sur un ¢élé-
le bilan des forces (4.1) effectués pour la corde doit étre ment d’une tige.
modifié et prendre en compte les forces de cisaillement :

dF, = —T(s)cosO(s)+T(s+ ds)cosO(s+ ds)+N(s)sinO(s) —N(s+ ds)sinO(s+ ds),
dF, = —T(s)sin0(s) + T (s+ ds)sinO(s+ ds) —N(s)cosO(s) +N(s+ ds)cos O (s+ ds).

En développant au premier ordre en ds, on obtient

dF, = [agf) c0s 0(s) — T(s)sin 6(s) digs) _ N(s)cos e(s)% _ a’;ﬁs) sin 9(5)} ds,

= 2 [7/(s)cosB(s) ~ N(s)sinB(s)] ds. (4.72)
dF, — [T(s) cos O(s) diis) + agfj) sin O(s) — N(s)sin e(s)% + agis) cos e(s)} ds,

— 9 [7(s)sin 0(s) + N(s) cos 0(s)] ds. (4.7b)

ds
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En imposant qu’il n’y ait pas de mouvement le long de I’axe x (dF; = 0), on obtient pour des petits
déplacements transverses (8 < 1 et ds ~ dx)

0= ;S[T(s)cos 0(s) — N(s)sin6O(s)]ds ~ agix)dx = T x~Tp, (4.8a)
*u, 0 , dsin O (x) ON(x)
53 = 3% [T (s)sin6(s) +N(s)cosO(s)]ds ~ Ty I dx+ I dx, (4.8b)
9%u, JdN
=% dv 5 dx, (4.80)

ou on a utilisé sin @ ~ tan 8. Un couple et des forces de cisaillement peuvent donner lieu a une
accélération angulaire. Si on demande que celle-ci soit nulle pour qu’il n’y ait qu’un mouvement
transversal, la somme des moments calculés par rapport au point s doit étre nulle, voir Fig. 4.2. En
notant M = Me, et N = |IN|, on obtient

—M(s)+M(s+ds)—N(s+ds)ds=0, = = N(s), 4.9)

ol on a développé au premier ordre en ds. Notons que le moments dii a la tension, 7", est d’un ordre
supérieur puisque MT) = T'(s 4 ds)sin(0 (s + ds) — 6(s))ds ~ ds?, ainsi que le moment induit
par une éventuelle force par unité de longueur, f, puisque M) ~ (f(s)ds)ds. En remplacant la
relation (4.9) dans I’équation (4.8c), on obtient

82uz(x,t)
012

d%u;(x,1) N 0°M(x,t)

=T
0792 o0x?

+f(x1), (4.10)
ol nous avons ajouté la contribution éventuelle d’une force par unité de longueur transversale.

A ce stade, il est nécessaire de connaitre la relation entre le couple M et le champ de déplacement
u, pour obtenir I’équation recherchée. Nous montrerons a la Section 4.1.3 que

0%u, N _Ba3uz

M=-B2"% = ,
0x? ox3

4.11)

ou nous avons utilisé 1’équation (4.9). Cette relation implique la proportionnalité entre le couple
appliqué et la courbure de la tige. La quantité B ~ E est le module de flexion de la tige [bending
stiffness], ou E est le module de Young de la tige. L’ équation recherchée s’obtient en remplagant
I’équation (4.11) dans la relation (4.10) s’écrit alors

0%u,(x,1)
or?

L 0%u(x,1) *u, (x,t)
=Ty 5~ B T f (). (4.12)

Cette équation généralise I’équation (4.5) obtenue pour une corde en incorporant la réponse élastique
de la tige via son module de flexion B qui est proportionnel au module de Young. Comme cette
équation est du quatrieme ordre en x, on doit imposer quatre conditions aux bords. Les cas de figure
les plus courants sont :

Support simple [hinged/pinned] : u, = uy, *u, = 0.
Encastrement [clamped] : u, = ug, dyu, = 0.
Extrémité libre [free] : d2u, = d3u, =0,si T =0 ou d?u, = 0 et TAu, — Bdu, = 0,si T # 0.
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Chaque type de conditions aux bords est a imposer a une des deux extrémités de la tige. On peut
ainsi avoir diverses combinaisons, comme par exemple, une tige avec une extrémité encastrée et
I’autre libre. Ces conditions aux bords seront obtenues a la Section 4.1.5 lorsque nous effectuerons
la variation de I’énergie d’une tige, voir Eq. (4.34).

p) Bien que I’équation (4.12) soit lin€aire en ug, il faut étre conscient du fait que le terme To8xzuz fait
intervenir le produit d’une contrainte et d’une déformation. La contrainte étant proportionnelle
a la déformation, il s’agit donc d’un terme non linéaire du point de vue de 1’élasticité. Malgré
sa plausibilité, il est par conséquent impossible a déduire de I’élasticité linéaire. Nous verrons
également que ce terme peut s’ obtenir en imposant une contrainte non linéaire d’inextensibilité de
la tige. La relation (4.11), par contre, peut étre établie a partir de 1’élasticité linéaire, ce que nous
faisons ci-dessous.

Moment et courbure
Tiges

Pour obtenir la relation entre le moment de flexion
M et la courbure de la tige, on consideére un petit é1é-
ment dont la longueur d’arc varie entre s et s+ dsg, voir

sections droites

Fig. 4.3(a-b). Apres un déplacement transverse, on peut W2 T S
supposer que la courbure, k = 1/R, de ce petit élément b | ~ Al G :
est constante et égale a la courbure locale en s. Pour des <_'33 l >

. . . N S s + dSO
déplacements de faible amplitude par rapport a la lon-

gueur de la tige, on peut supposer que les sections droites
restent perpendiculaires a la courbe moyenne. Il existe
alors une ligne dans le plan (x,z) dont la longueur n’a /
pas varié suite a la déformation. C’est ce qu’on appelle ~ Vs \

I’axe neutre (ou fibre neutre) qui passe par le barycentre, z
G, de chaque section droite : G = [ [y dS]/S. De part d -

et d’autre de cette ligne, la tige est en compression ou en
traction, voir Fig. 4.3(c-d). La longueur de I’axe neutre
vaut dsp = R da et la longueur des autres fibres valent

Traction

Tx x

Compression

ds = (R+z) do ou I’origine de I’axe z est placée sur I’axe
neutre et I’axe x le long de 1’axe neutre avant déformation.
Si la section de la tige dans le plan (y,z) est symétrique
par rapport au plan z = 0, alors z varie entre —h/2 et
h/2 ol h est I’épaisseur de la tige dans le plan (x,z). La
variation relative de longueur d’une fibre se situant a une distance z de 1’axe neutre vaut alors au
point §

FIGURE 4.3 - a. Tige dans sa configuration
initiale. b. Elément infinitésimal de la tige.
c. Tige déformée. d. Elément infinitésimal
de la tige déformée.

ds—dso lim
dSo B

R+z)doa—Rda
(R+2) I

4.1
Rda R (4.13)

Ex(s) = lim

dsp—0 do—0

ot le signe négatif provient du fait que la courbure de la tige est négative, k(s) < 0. Lorsque z > 0,
on a bien g, > 0 et les fibres sont étirées. Notons que si la courbure de la tige était de signe opposé,
la relation (4.13) resterait inchangée puisque la courbure serait positive et les fibres serait alors
comprimés lorsque z > 0 ol &, < 0. On voit donc que la déformation dépend de la courbure locale
de la tige et vaut au plus i/(2R) ce qui signifie qu’une tige suffisamment mince peut effectuer
un grand déplacement sans que cela n’engendre de variations de longueurs significatives. C’est
pourquoi, plus loin, nous assimilerons une tige a une ligne élastique inextensible représentant I’axe
neutre.
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Pour décrire la déformation d’une tige, on suppose de plus que 7, est la seule contrainte non
nulle. Nous avons vu a la Section 2.3.2 que pour une telle contrainte uniaxiale, on avait la relation
suivante : Ty, = E€, ol E est le module de Young. Nous verrons que cette hypothese est différente
pour une plaque. Ce champ de contrainte produit un moment de force sur chaque section transverse
le long de la tige qui dépend du champ de déplacement local. Pour une fibre en traction situées
au-dessus de 1’axe neutre, la force et le moment pour une surface infinitésimale dS d’une section
transverse du plan (y,z), voir Fig. 4.3(a), sont

dF(s) = tu(s)dSe,, = dM(s)=(ze;) X (T(s)dSey) = —Ek(s)z* dSe,,  (4.14)

ol on a utilisé le lien entre la contrainte et la déformation ainsi que la relation (4.13). Pour les
fibres en compression situées sous 1’axe neutre, on a la méme relation car e, — —e, pour la force,
puisqu’elle est compressive, et e, — —e, pour le bras de levier puisqu’il pointe vers le bas. Le
moment total, M = M e,, s’obtient en intégration sur la section :

M(s)=—Bxk(s), o B=EI et I:/zzdS. (4.15)
N

Pour des déplacements de petite amplitude, la courbure est reliée au champ de déplacement par
la relation k = d2u, et on retrouve donc la relation (4.11). La quantité I est le moment d’inertie
géométrique (ou moment quadratique) et est une caractéristique purement géométrique de la section
de la tige. Pour calculer cette quantité, il faut se souvenir que z se mesure par rapport au barycentre
de la section S. Des lors, plus la matiere est loin de I’axe neutre ou z = 0, plus elle contribue a /.
Cette information est particulicrement utile pour optimiser la résistance d’une poutre. Supposons
que la tige ait une section rectangulaire avec une épaisseur 4 dans la direction z et une épaisseur W
dans la direction y. Dans ce cas, le module de flexion vaut B = E#*W /12. On voit donc que, pour
un matériau donné, une réduction de son épaisseur s par un facteur deux réduit sa résistance a la
flexion d’un facteur huit.

On peut facilement calculer la forme de la tige résultant d’une contrainte uniaxiale 7, lorsque
son rayon de courbure R est constant. En effet, nous avons montré a la Section 2.3.2 que, pour une
telle contrainte, le tenseur de déformation était completement connu lorsque &, était connu. Dans
le cas présent, nous avons donc

&x =2/R, &y = &, = —VZ/R, €y =E;=8;=0, (4.16)

Le champ de déplacement correspondant se calcule en résolvant les équations différentielles
obtenues a I’aide de la définition (1.20) du tenseur de déformation
2 2 2
X vzy X vy: vz
=—— =4 ————. 4.17
“ZTRT2R 2R 17
Ce champ de déplacement permet de calculer la forme de la tige aprés déformation et montre que

les hypotheses effectuées sont respectées.

Uy =

Plan (x,z) :
Tout d’abord, on voit que 1’axe neutre, situé en y = z = 0, se déforme selon z = 0+ u, = —x>/(2R),
c-a-d avec une courbure k = —1/R (pour des amplitudes transverses faibles). De plus, les points de

la tige situés initialement dans un plan x = xy, c-a-d les points d’une section droite, se trouve apres
déformation en x = xp + u, = xo + zxo/R, ou encore

z=R(x_x°>. (4.18)

X0

Donc, une section droite reste plane mais elle est inclinée avec une pente p; = R/xp. Vu I’équation
de I’axe neutre aprés déformation, z = —x>/(2R), sa tangente en x = xo 2 pour pente py = —xo/R
et est donc perpendiculaire a la section droite aprés déformation puisque p;p, = —1.
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Plan (y,z)

On peut également calculer la forme de la section apres
déformation. Commencons par regarder la déformation
des faces situées en y = =W /2. Les points de celles-ci
se trouveront apres déformation en y = +(W /2) 4 u, =
+(W/2)(1—vz/R), ou encore

_R(O 2w
Z_V<IZFW>. (4.19)

Ces faces restent donc droites mais inclinés avec une
pente F2R/(vW). Elles ne sont donc plus paralleles et
ce d’autant que le rayon de courbure diminue. On peut
ensuite regarder la déformation des faces situées en z =
+h/2. Les points de celles-ci, dans le plan x = x, se
trouveront apres déformation en z = +h/2 +u;, ou encore

FIGURE 4.4 — Portion de tige avant et
1 [, h2 5 aprés déformation et exemple de surface

h
I=+5— =

T (4.20) anti-clastique.

4
Ces faces sont incurvées et prennent la forme de paraboles avec une courbure k¥ = v/R, c-a-d
opposée a la courbure de 1’axe neutre. La tige adopte donc une forme qui ressemble a une selle de
cheval. On dit de cette surface déformée qu’elle est anti-clastique, voir Fig. 4.4. Ce phénomene
est dii a la contraction de Poisson puisque la forme de la section n’est pas altérée si v = 0. Cette
propriété est également importante pour distinguer mécaniquement une tige/poutre d’une plaque.

Plaques

Considérons maintenant une plaque positionnée comme sur la Fig. 4.3(a). Contrairement a une
tige, on aura cette fois avec W > h. Lorsque la plaque est courbée dans le plan (x,z), comme dans
la Fig. 4.3(d) ou la Fig. 4.4, I’expression de la déformation (4.13) reste inchangée :

2
_ 2
ox2’
Par contre, on suppose ici qu’une telle courbure ne produit pas de déplacement le long de 1’axe

v, uy = 0, et que les champs de déplacement u, et u, ne dépendent pas non plus de y. Dans ces
conditions, on a

du 1 (Jdu, du 1 (Jduy, du
=220, Sw:2<ayx+axy>:0’ sy2:2<a;+a;>:0. (4.22)
De plus, comme la plaque est supposée tres fine (A treés petit par rapport aux 2 autres dimensions
de la plaque), les forces appliquées sur sa surface pour la courber 1égérement seront tres faibles ;
bien plus faibles que les contraintes internes qui seront proportionnelles a E. Par exemple, si on
courbe une feuille de papier de longueur L le long de I’axe x de telle maniere qu’un de ses bords se
trouve surélevé d’une distance d le long de z. Le rayon de courbure moyen de la feuille vaut alors
R = L?/d et ’allongement maximal sera alors de ’ordre de € ~ h/R = hd /L?. Le stress maximal
sera donc de I’ordre T ~ Ehd /L*. Pour une feuille de papier, E ~ 10 GPa et & ~ 100 um. Si on
prend L=W =10 cm et d = L/ 10, on trouve alors T ~ 1 MPa; bien supérieur a la force nécessaire
pour réaliser cette déformation. On suppose donc que o = 7-m1 =~ 0 avec n =~ e, puisque la plaque
est faiblement courbée. En utilisant la relation (2.52), on trouve

E \%
Tz = (1 + V) bt m(‘gxx + gzz) =0, T;~&;=0, Ty ~ &z = 0. (4.23)
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En combinant les relations (4.21)-(4.23) avec la relation constitutive (2.52), on trouve finalement

0%u, \%
_ZW’ &= ———&x, Ey =&y =8E;=§,=0, (4.24a)

Exx = (1_‘/)

Txx — mgxx, Tyy — fox, TZZ — Txy — sz — T)’Z — O (424b)

On constate donc qu’une contrainte,

Ev  9%u.
i—v)oe
se développe le long de I’axe y et perpendiculairement aux faces d’épaisseur £ paralleles au plan
(x,z). Lorsque z > 0, et comme 92, < 0, la contrainte est positive et est donc dirigée vers la normale
extérieure des deux faces d’épaisseur 4. Cette portion de la plaque subit donc une contrainte de
tension le long de y. Cela provient du fait que cette méme portion est étirée le long de I’axe x et,
par effet Poisson, la plaque voudrait se contracter le long de y comme le fait une tige, voir Fig. 4.4.
Comme aucun déplacement n’est autorisé, un stress en tension se développe. Dans le cas d’une
tige, le déplacement le long de y permet de relacher ce stress. De maniere similaire, lorsque z < 0,
la contrainte est négative et cette portion de la plaque subit donc une contrainte de compression le
long de y puisque cette méme portion est comprimée le long de x. Cette contrainte T,, empéche
donc le développement de la courbure anti-clastique observée pour une tige et qui ne se développe
essentiellement pas dans une plaque. On peut en effet calculer facilement le champ de déplacement
lorsque le rayon de courbure de plaque est constant a partir des équations (4.24a),

v 2 X
Z =0, ”Z:_(l—v)z%e_ﬁ' (4.26)
On peut alors analyser ce champ comme nous I’avons fait pour une tige et constater que la forme
de la section transverse de la plaque, dans le plan (y,z), n’est pas altérée par la déformation.
En utilisant les relations (4.14) et (4.15), on voit que la relation entre le moment et la courbure
est 1égerement modifiée et inclus le coefficient de Poisson. Pour une plaque de section rectangulaire
ayant une épaisseur £ dans le plan de courbure et une largeur W dans la direction perpendiculaire a

ce plan (voir Fig. 4.3(a) avec W > h), on a

Tyy = VT = — (4.25)

M(s) = —DW u D= ER 4.27
(S) = — K'(S), ou = m ( . )

Le module de flexion de plaque, D ([D] = [N][m]), n’inclut généralement pas la largeur W puisqu’il
y a une symétrie dans cette direction. On décrit donc généralement une plaque a 1’aide d’une section
dans le plan de courbure et les quantités sont alors définies par unité de longueur le long de W. Le
module de flexion d’une tige et d’une plaque n’ont donc pas les mémes unités. Pour une tige de
section rectangulaire, on aurait B = E#3W /12. Notons que le module de flexion d’une plaque est
souvent noté B, ¢’est pourquoi pour une tige on écrit souvent £/ au lieu de B.

L’équation donnant la forme de 1’axe neutre d’une plaque courbée dans un plan s’obtient alors
en substituant I’expression du moment (4.27) dans la relation (4.10) et en divisant par W :

0%u;(x,1)
01?2

o 9%uy(x) *u, (x,1)
S e e U] 4.28)

Nous utilisons les mémes notations pour les grandeurs physiques mais leurs unités sont différentes
de celles des quantités apparaissant dans 1I’équation (4.12) puisqu’elles ont été divisées par W.
Ainsi, les unités sont : [p] = [kg][m] 2, [To] = [N][m] ! et [f] = [N][m] 2.
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Force et modules variables

Les équations (4.12) et (4.28) ont été obtenue en supposant que la force Ty et les modules de
flexion B et D étaient constants le long du corps élastique. Ces équations se généralisent facilement
au cas ou ces quantités varient le long de la tige/plaque. Pour cela, il suffit de repartir des équations
(4.8b) et (4.10) et ne plus supposer que Ty, B ou D sont constants. On obtient alors pour une tige

paz"z(x’t) _ 9 <T(x)auZ(x’t)> o (B(x)&z”Z(x’t)> + f(x,1). (4.29)

02 ox ox S ox2 Ox2

On obtient formellement la méme équation pour une plaque en remplacant B par D et en se
souvenant que les quantités physiques sont alors mesurées par unité de longueur le long de la
direction perpendiculaire au plan de courbure. Les variations de B et D peuvent provenir d’un
module de Young non uniforme ou d’une section variable le long de x. Nous aurions évidemment
pu obtenir cette équation directement au lieu des équations (4.12) et (4.28). Nous avons cependant
préféré procéder par étape.

Exercice 4.1 Calculez le moment d’inertie / des sections de tige dessinées ci-dessous.

a . b , b c =
|4 . ’7 a _‘y (J y
b} b

Solutions : a. I = Wh?/12; b. I = [ab® +2bc3]/12; ¢. I = [ba® + c((a +2b)* — a?)]/12; d.
I = 7r(b4—a4)/4. u

Energie : tige et plaque

Lorsque le tenseur de déformation est connu, on
peut facilement calculer I’énergie élastique du systeme
a I’aide de la relation (2.59). La densité d’énergie
élastique, W = 1;;€;;/2, pour une tige, W, et pour
une plaque, W, courbées dans un plan valent donc

E 2 E 2
== - = 2. &
W38 W=yt @430

|
?

< L |
|

Vu la similitude des relations associées aux tiges et
aux plaques, nous considérons par la suite le cas d’'une  FIGURE 4.5 — Tige avant et apres déformation.
tige. Les résultats s’appliquant a une plaque en seront

déduits aisément. A I’équilibre, la variation de I’énergie du systeme permet de retrouver I’équation
(4.29) décrivant la forme de 1’axe neutre d’une tige (ou d’une plaque). Pour cela, on considere
une tige de petite section qu’on assimile & son axe neutre qui est inextensible. Cela signifie que sa
longueur initiale L ne varie pas lors d’une déformation :

L-A du,1? 1 /L[ du,7?
L= 1+ |—| d&x = A:—/ — | dx, 431
/O i/ +[dx] 5/ [dx 431
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ou on a supposé que I’amplitude du déplacement est faible comparée a la longueur L de la tige :
dyu, < 1et A/L < 1. Notons que puisque nous sommes a I’équilibre, u, ne dépend pas du temps
et les dérivées partielles peuvent étre remplacée par des dérivées ordinaires. En prenant en compte
la condition d’inextensibilité et I’expression (4.13) de &, pour les petites déformations, I’énergie,
U, du systeme s’écrit

U:/VEg - dz +/ [ (du2> —] /f x) uz(x
:/OLESC)<d2”Z> dx/ z dS+/ (duz> —= /f X) uz(x

_/ { <d2u1)2+l()€) [; (fﬁf) —?] —f(x) uz(x)} dx, (4.32)

ou nous avons supposé que le module de Young et la section de la tige pouvait varier le long
de celle-ci (B(x) = E(x)I(x), voir Eq. (4.15)). Le dernier terme de cette derniére expression est
le travail d’une éventuelle force transversale par unité de longueur, f(x) = f(x)e,, et A est un
multiplicateur de Lagrange, que nous supposons également pouvoir dépendre de x, prenant en
compte I’inextensibilité. L’ interprétation physique de A est assez simple puisque la variation de
I’énergie par rapport au déplacement A doit €tre égal a (moins) la force de tension 7' (ou de
compression si elle est négative) :

U

A =-T=-A. (4.33)
Des lors, en omettant le terme constant dans I’expression de 1’énergie (4.32), puisque 1’énergie
est définie a une constante pres, on constate que le terme proportionnel a8 A = T n’est rien d’autre
que le travail de la tension 7. Nous aurions donc pu I’introduire directement comme nous 1’avons
fait pour f mais il est intéressant de voir le lien avec la condition d’inextensibilité. Par conséquent,
U est en fait une action ou I’intégrant est le lagrangien avec 1’énergie élastique comme « énergie
cinétique » et le travail des forces T et f comme « énergie potentielle ». Notons qu’en mécanique
du point matériel, I’action d’un systeme dynamique est définie comme une intégrale sur le temps.
Nous avons donc ici une analogie formelle ol x joue le role du temps.

Nous pouvons maintenant effectuer la variation de cette énergie (principe de moindre action) en

remplagant u, par u, + du;, et en développant au premier ordre en du,, on aura donc U — U + oU
avec

d’u, d*Su, du, dou,
SU = / { SO T () 2 S () Su(x) p

ou nous avons utilisé la relation (4.33). En intégrant par partie, on trouve
du, ddu,]” du, d d2u t
U= |B s T(x)— —— (B(x )
{dezdx]o*[(”dx & (0 5 ) ) o]

+/ { ( ‘i;;z> - d% <T(x) c;f) —f(x)} Su. dx. (4.34)

L’énergie sera donc minimale si 6U = 0. Comme cela doit étre vrai pour tout Su,(x), on obtient

& (w5 ) - 5 (10 %) = s, @39)
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ce qui est bien I’équation (4.29) a I’équilibre. L’équation pour une plaque s’obtient simplement en
remplacant B par D, voir Eq. (4.27), et en se souvenant que T et f sont alors des force par unité de
longueur et de surface respectivement. Pour que la variation de I’énergie soit nulle, il faut encore
que les termes de bords soient nuls. Cela nous donne donc les conditions aux bords a imposer.
— Si la tige est encastrée a une extrémité, x = 0 ou x = L, u, et d,u, sont fixés en ce point et
donc 6u, et d,6u, sont nuls. Les termes aux bords sont donc tous nuls.
— Si une extrémité de la tige repose sur un support simple alors seul u, est fixe, et donc du, est
nul. Dans ce cas, d)%uZ doit aussi étre nul en ce bord.
— Si I’extrémité est libre, il n’y a aucune condition imposée a du;, et d,du,, et il faut alors que
d2u, et T(x)du, — d,[B(x)d2u;] soient nuls en ce point.
Notons qu’il existe encore d’autres possibilités comme, par exemple, une tige encastrée dans un
support mobile perpendiculairement a 1’axe de la tige. Dans ce cas, seul du, est fixé et donc d,du,
est nul. Tl faut alors que 7 (x) dyu, — dy[B(x) d?u,] soit nul.

Avec I’équation (4.35), on peut calculer la forme d’une tige soumise a des forces pour de faibles
déformations comme illustré avec les Exercices 4.2 et 4.3. On peut également étudier la stabilité
d’une tige lorsqu’elle subit une compression le long de son axe. Pour une compression modérée,
la tige reste dans sa position initiale et est simplement comprimée. Au-dela d’un seuil critique, le
systéme devient instable et ne peut plus supporter la charge sans défléchir. C’est ce qu’on appelle
une instabilité élastique ou un flambage. La théorie linéaire développée ici permet de calculer cette
charge critique et déterminer la limite de stabilité du systeme comme illustré dans la sous-section
suivante.

Exercice 4.2 Soit une tige de longueur L homogene et de R
section uniforme encastrée a une distance ¢ < L du bord 1h
d’une table, avec un poids F' qui pend a I’autre extrémité. Lh

En négligeant le poids propre de la tige, justifier et résoudre 14
le modele suivant :

d*w(x)
it

1

HF

R / . o o _
255()6—6), w(0) =w'(0) =w(¢) =w"(L)=w"(L)—F/EI = 0.

Calculer la position x;, du point le plus élevé de la tige ainsi que la hauteur / de ce point. Pour F
et L donnés, calculer la valeur de ¢ pour laquelle / est maximale. u

Exercice 4.3 Soit une tige de longueur L homogene et de

section uniforme se déformant sous son propre poids et 14 lg
placée symétriquement sur deux supports simples distants _—7 A ——_
de ¢ < L. Etablissez le modgle suivant : * 7 >
d4w(x) . / o _ o o _
EI o =R6(x—1/2)—pg, w(0)=w"(0)=w(l/2)=w"(L/2)=w"(L/2) =0.
Discuter la forme de la solution en fonction de ¢ pour une longueur de tige L donnée. u

Applications : instabilité élastique
lllustration sur un cas simple

Le comportement d’une tige sujette & une force compressive longitudinale est I’exemple le plus
simple illustrant le phénomene important d’instabilité élastique découvert par Euler en 1744. En
effet, considérons une tige homogene de longueur L, de section uniforme et de masse négligeable
comprimée par une force constante 7 = —P le long de son axe avec un couple nul aux bords. Soit
w = u,, le champ de déplacement dans la direction transverse.
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L’équation (4.35) devient a

d* d?
Bﬁ 4 PWVZV —0. (4.36)

Quelques soient les conditions aux bords (support
simple, encastrement ou extrémité libre) qui implique
que w ou ses dérivées sont nulles aux extrémités, cette
équation admet toujours w = 0 comme solution. Cette
solution triviale décrit une tige qui reste droite sous
I’action de la force de compression. Cependant, cette P
solution est un équilibre stable seulement si la force
de compression P est inférieure a une valeur critique i \ /

i"

(=2
= |l

P, [ 0.8 _ N, ,/' _

Pour P < P,, la tige reste droite et cette configu- I ) ]
ration est stable par rapport a une petite perturbation, ———
voir Fig. 4.6(a). En d’autres mots, dans une telle confi-
guration, si une petite force transverse est appliquée I ]
en plus de la force de compression, la tige se cour- 041 / /) ]
bera légérement mais retournera a sa position initiale ] i
lorsque cette force transverse n’est plus appliquée. Par 02k 1' / i
contre, si P > P,, la configuration ou la tige reste droite | i/ ]
est un équilibre instable. Une courbure infinitésimale, 0 \ I{
induite par exemple par une petite force transverse, -0.2 -0.1 0 0.1 0.2
suffit a détruire 1’équilibre et conduit a 1’apparition w(x)
d’une grande courbure de la tige. Le comportement
de la tige apres qu’elle cesse d’étre stable doit donc d’une colonne soumise 4 une force compres-
€tre décrit par les €équations non-linéaires décrivant ;oo p, Représentation de différents mode de
les grandes déformations (voir Section 4.2). flambage : deux extrémités simplement suppor-

Cependant, la valeur P, de la force de compres- tées (SS-SS), deux extrémités encastrées (E-E)
sion critique peut s’obtenir a partir des équations /i- et une extrémité encastrée et I’autre libre (E-L).
néaires valables pour les petites déformations. En ef-
fet, lorsque P = F,, la tige droite est en équilibre neutre. Il doit donc exister une autre solution,
en plus de w = 0, ou la tige est 1égerement courbée mais toujours en équilibre. Dés lors, la valeur
critique P, est la valeur de P pour laquelle I’équation (4.36) admet une solution non-nulle. Cette
solution donne également la nature de la déformation de la tige immédiatement apres qu’elle cesse
d’étre stable comme illustré dans la Fig. 4.6(b) pour différentes conditions aux bords.

Considérons le cas ou la tige est simplement supportée (hinged/pinned) telle que pour x =0 et
x = L on ait w = d’w/dx> = 0. En posant d>w/dx?> = w, I’équation (4.36) devient

d>w
B— 02 +Pw =0,

dont la solution générale est w(x) = d’>w/dx> = &sin(kx) +d cos(kx) o k = /P /B est supposé
non-nul. En intégrant deux fois, on trouve la solution générale de l’equatlon (4.36) :

FIGURE 4.6 — a. Illustration de la stabilité

1/2
w(x) = a+ bx+ csin(kx) 4 d cos(kx), kz(Z) . (4.37)

Les conditions aux bords conduisent a :
w(0)=0=a+d, w'0)=0=—dk’
w(L) =0=a+bL+csin(kL) +dcos(kL), w"(L)=0= —ck?sin(kL) — dk* cos(kL).
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Les conditions aux bords en x = 0 conduisent a a = d = 0. Les conditions en x = L conduisent
alors 2 b = —csin(kL) /L et ck*sin(kL) = 0. Choisir ¢ = 0, implique » = 0 et on trouve la solution
décrivant une tige non défléchie. Il existe cependant une autre possibilité : b = 0 et sin(kL) = 0.
Cette solution n’est possible que pour des valeurs particulieres de k : k* = nm/L avec n € N5
(n = 0 conduirait a la solution triviale). En utilisant la définition de &, la condition k = k* conduit a
P =n’>7*B/L?. La force de compression critique est la plus faible valeur de P pour laquelle une
solution non-nulle existe, c’est-a-dire » = 1. On trouve donc finalement

w(x) = Asin(mx/L), et P.=m’B/L?, (4.38)

ou I’amplitude A est indéterminé. La forme de cette solution est montrée sans la Fig. 4.6(b) ainsi
que celles obtenues pour d’autres conditions aux bords, voir Exercices 4.4 et 4.5.

Pour déterminer I’amplitude du déplacement, un ingrédient non-linéaire est nécessaire. Lorsque
la force appliquée P est contr6lée, il faut alors utiliser 1’équation non-linéaire d’une tige, voir
Section 4.2. Lorsque le déplacement A est contrdlé, on peut utiliser la condition d’inextensibilité
(4.31) avec la solution (4.38) pour relier I’amplitude A au déplacement A et connaitre la forme de la
tige déformée :

A 1 [LTdw]? Ar]? 2L
= _—~ — — = | — A=—+2812 4.
0 L 2L/0 [dx} dv [ZL] = n5 ’ (4.39)

ou 0 est le déplacement relatif (ou compression relative). Notons qu’on ne peut pas connaitre
I’évolution de la force avec & dans le cadre d’une théorie linéaire ; elle reste égale a P,.

On peut encore analyser I’émergence de I’instabilité en termes de minimisation de 1’énergie
du systeme. Lorsque la tige n’est pas défléchie, elle est en compression uniaxiale pure avec
&x =A/L = § constant le long de la tige et T,, = E €. Lorsque la tige est défléchie, on a également
Ty = E&y mais avec &, donné par la relation (4.13). L’énergie de compression, Uc, lorsque la tige
n’est pas défléchie, et I’énergie de courbure Ug, lorsqu’elle I’est, s’écrivent

1 ESL 1 B L[ dw\’ 2B
UC - E/foxgxx dx = 7627 UB - E/V'rxxgxx de = E/O <dx2> dx = TB’ (440)

ou § est I’aire de sa section et L sa longueur et ou on a P
utilisé I’expression (4.38) du déplacement et son ampli- I
tude (4.39). Pour un tige de section circulaire, S = T R?

et B=EI = ExR*/4, on a alors 3F ]
2 3 4 . I .
U TR U 7’ |R B :
—C =22 82 | 2 =2 |2 5| 441 U2 =
EL3 2 |L EL? 4 |L I
On constate donc que, pour toutes valeurs de R et L, si T B
0 est suffisamment petit 1’énergie de compression sera I - L—d@

B
toujours plus faible que 1’énergie de courbure, Uc < Up. ol —
Défléchir la tige colite donc plus d’énergie que la mainte- 0 0.5 1 1.5 2
nir droite. Par contre, au-dela d’une valeur critique pour o

le% déplacement relatif, la S{tuatlon s'inverse et 'éner- g URE 4.7 — Evolution des én ergies de
gie de courbure est plus faible que 1’énergie de com- compression Uc et de courbure Uy adimen-
pression, Up < Uc. Défléchir la tige cotite alors moins  sionnées en fonction du déplacement relatif
d’énergie que la maintenir droite. Ce déplacement relatif normalisé §.
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critique est obtenu lorsque les deux énergies sont égales,

Uc(8.) = Up(3,) :

. (4.42)

2 2
562“[’?], = [0c=5 [0s=5.] on Szg, o

Il est intéressant de constater que ce déplacement relatif critique, J,, est purement géométrique et
ne dépend pas du matériau. Pour un tige de diametre D = 2R = 1 mm et de longueur L = 1 m, on
trouve que le flambage survient aprés un déplacement de (A), = 6,L ~ 1.2 um. L’évolution des
expressions adimensionnées des énergies, U, en fonction du déplacement relatif normalisé, § peut
alors étre porté en graphique pour obtenir le diagramme de phase montré dans la Fig. 4.7.

p) Nous avons ici simplement considéré deux configurations distinctes (une tige comprimée uni-
axialement et une tige courbée inextensible) et leurs énergies respectives afin d’estimer a quel
moment survient la transition. Si une tige peut étre comprimée uniaxialement, elle n’est donc
pas inextensible et, lorsqu’elle flambera, une partie de la compression sera toujours présente et la
transition n’est pas aussi brutale que décrite schématiquement ici.

Exercice 4.4 Déterminer la valeur critique P, de la force de compression nécessaire pour faire
flamber une tige dont les deux extrémités sont encastrées.
Solution : w(x) = A[1 — cos(27x/L)] /2, P. = 4n*B/L?. n

Exercice 4.5 Déterminer la valeur critique P, de la force de compression nécessaire pour faire
flamber une tige dont une extrémité est encastrée et 1’autre libre.
Solution : w(x) = A[l — cos(nx/(2L))], P. = m>B/(4L?). .

Relation hauteur-diamétre des arbres

La hauteur des arbres peut varier de quelques meétres, pour les arbustes, a une centaine de metres
pour les grands arbres comme le séquoia, voir Fig. 4.8(a). Le plus grand arbre vivant actuellement,
et que nous connaissons, est un séquoia a feuilles d’if (Sequoia sempervirens) mesurant 116 m. Il a
été découvert le 25 aolit 2006 dans le Parc national de Redwood en Californie par les naturalistes
Chris Atkins and Michael Taylor qui I’ont baptisé Hypérion. Sa location exacte est cependant
gardée secrete pour le protéger. Le diametre des arbres varie, quant a lui, de quelques centimetres a
quelques metres. Parmi les arbres ayant une structure élancée, 1’arbre vivant actuellement possédant
le plus grand diametre (8.90 m) est de nouveau un séquoia a feuilles d’if nommé Jupiter et se
trouvant aussi dans le Parc national de Redwood. Il est suivi de pres par le Général Grant, un
séquoia géant (Sequoiadendron giganteum) du Parc national de Kings Canyon en Californie, qui
possede un diametre de 8.85 m. L’arbre qui possede le tronc le plus volumineux est le célebre
Général Sherman, un séquoia géant du Parc national de Séquoia en Californie. Notons finalement,
méme si cela n’a aucun rapport avec ce qui suit, que les pins Bristlecone (Pinus longaeva) peuvent
vivre plus de 5000 ans.

Un arbre peut avoir une forme assez complexe quand il pousse de maniere isolée. Cependant,
quand il grandit en forét, il a une allure bien plus élancée présentant un tronc et quelques branches au
sommet, voir Fig. 4.8(b) pour une esquisse et Fig. 4.8(c-d) pour deux exemples. Dans ces conditions,
la masse de I’arbre est essentiellement concentrée dans le tronc. On peut donc ne considérer que
ce dernier en premiere approximation. Intuitivement, on s’attend a ce que le diametre d’un tronc
augmente avec la taille de 1’arbre. Si le diametre du tronc est trop petit comparé a sa hauteur, il
fléchira probablement sous son propre poids. La Figure 4.8(e) illustre ce phénomene avec un arbre
ayant poussé en s’appuyant sur d’autres arbres. Quand les chercheurs I’ont coupé a sa base, ils
ont pu constater qu’il ne pouvait pas soutenir son propre poids sans appui. On peut légitiment se
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as  116m

>
>
r

Hyperion Doulas-Fir Chéne Cyprés Pommie

FIGURE 4.8 - a. Taille de quelques arbres. b. Esquisse d’un chéne blanc (Quercus alba) ayant poussé de
maniére isolée ou en forét. ¢. Hétre commun (Fagus sylvatica) en forét. d. Le Général Sherman, I’arbre le
plus volumineux. e. Exemple d’un arbre (Tachigali melinonii) pliant sous son propre poids [79].

demander s’il existe une relation entre le diametre et la hauteur des arbres. Nous la cherchons ici a
I’aide de la mécanique en modélisant un arbre comme une tige élastique. Cette idée est loin d’étre
neuve puisqu’elle a été proposée par Greenhill en 1881 [76]. Elle fiit reprise, étendue et popularisée
principalement par Thomas Arthur McMahon (1943-1999) [77, 78].

Une premiere approche tres simple consiste a considérer un tronc comme une tige homogene
de section circulaire dont le poids se situe au sommet de celle-ci. Puisque la base du tronc est
encastrée dans le sol et son sommet est libre, nous sommes alors ramené a I’Exercice 4.5 ol
P. = w*B/(4L?) avec la force P remplacée par le poids du tronc, P = pgV ot V = (7 /4)D?H est
le volume d’un cylindre de diametre D et de hauteur H, et L = H. Sachant que pour une section
circulaire I = (7/64)D*, voir Exercice 4.1 avec a — 0, nous obtenons

LA EAFFCNTS o, | E
HC_H D)7, o t=| 2. (4.43)

On trouve donc que pour un diametre donné, D, il existe une hauteur critique, H,., au-dela de laquelle
la structure n’est plus stable et se déformera significativement a la moindre perturbation. Cette
hauteur critique augmente avec le diametre a la puissance 2/3. Cela veut dire, par exemple, que si
on double le diametre, la hauteur n’augmentera que d’un facteur 1.6 environ. On voit également
que cette hauteur dépend de la longueur caractéristique du systéme, ¢, qui fait intervenir les deux
forces en compétition : la gravité qui déstabilise la structure et les forces élastiques qui soutiennent
celle-ci. La quantité £, = (¢D?) 1/3 est une autre longueur, appelée longueur elasto-gravitationnelle,
qui mesure la longueur caractéristique au-dela de laquelle la tige se déforme significativement
sous son propre poids (si placée horizontalement dans la champ de gravité par exemple). On
trouve naturellement que la hauteur critique est une fraction de cette longueur. La valeur précise
du coefficient dépend des conditions aux bords et des détails du systeéme, comme la répartition du
poids dans la tige comme nous le verrons ci-dessous. Pour la plupart des arbres, on a typiquement
E~114+1GPaet p = 750250 kg/m?, et on trouve alors

HY ~ (61+7)D¥, (4.44)

ol H, et D sont mesurés en metre.
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Pour valider cette relation obtenue avec v Asie Europe —-- HO
N . A Amazonie ® Canada — H®
un modele treés simple, nous la comparons x  Australie o USA
avec des données de terrain dans la Fig. 4.9 *  Afrique m _ Foréts tropicales

(sans indiquer les incertitudes). Cette Fi-
gure contient plus de 9200 données pour
plusieurs centaines d’espéces (sur plus de
60000 dans le monde!) [77, 80-89]. On re-
marque que la relation (4.44) sous-estime
la hauteur critique puisque de nombreux

H (m)

arbres possede une taille supérieure a Hc(l).
Ce n’est pas surprenant puisque nous avons
supposé que tout le poids reposait au som-
met de I’arbre alors qu’il est reparti sur toute
la hauteur. Cette répartition du poids affai-
blit la contrainte et devrait conduire a une FiGURE 4.9 — Comparaison entre les relations (4.44) et
hauteur critique plus importante. (4.52) et I’évolution de la hauteur des arbres en fonction de
Nous allons donc considérer la variation leur diamétre pour quelques centaines d’espéce réparties
du poids avec la hauteur. On pourrait d’em- dans le monde [77, 80-89].
blée considérer d’autres raffinements du modele, comme une section variable et/ou un module
de Young et une densité variables a cause de I’écrasement des fibres de bois di au poids, mais
cela conduirait nécessairement a 1’introduction de parametres supplémentaires dans le modele. La
modification que nous considérons a 1’avantage d’en n’introduire aucun de plus. Puisque la force
appliquée varie avec la position, nous devons considérer 1’équation (4.29) a I’équilibre avec B
constant, puisque nous continuons de supposer que la section et le module de Young sont uniformes,

f =0, puisque nous ne considérons pas de force transversale et T = —P, puisque la force est
compressive :
d d d T
BWYV + o (P(x)dlv> =0, avec P(x)= ZpgDz(H —x), (4.45a)

et w(0)=w'(0)=0, w'(H)=0, PH)WH)+Bw"(H)=Bw"(H)=0, (4.45b)

ol nous considérons comme précédemment que la base du tronc est encastrée dans le sol et
que le sommet est libre (ici avec P(H) = 0). Nous avons également pris en compte la variation
linéaire du poids avec la hauteur puisque le tronc est supposé homogene, c-a-d que deux portions
géométriquement identiques prélevées a des hauteurs différentes ont la méme masse. Cette équation
peut s’intégrer une premiere fois pour obtenir

T _ L dw T, ) | dw
aED W—szgD (H—x)w=0, ou W= (4.46)

ot la constante d’intégration est nulle puisque w"”'(H) = P(H) = 0, et ot on a explicité B et P. On
peut facilement adimensionner cette équation en changeant de variable indépendante pour obtenir

d2w7 x—H
q1/3H’

=i
Y
Il
A
@]
[
=i
Il

Nous obtenons donc une équation qui ne dépend d’aucun parametre. Le seul parametre physique
pertinent de ce systéme est g qui intervient dans les conditions aux bords. Pour une valeur générique
de g, la solution qui satisfait a la fois I’équation et les conditions aux bords est la solution triviale
w = 0 qui conduit a w = 0, c-a-d a une solution ou la tige n’est pas défléchie. Une solution non
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triviale sera obtenue pour des valeurs particulieres de ¢ = ¢* comme c’était le cas pour la solution
(4.37) qui était différente de zéro seulement pour des valeurs particulieres de k. En utilisant la
définition (4.47) de ¢, la condition g = ¢* conduit a

1/3
H:[ ! ] (¢D*)'3, o EZ[E] (4.48)

164* pg

La hauteur critique est la plus petite hauteur pour laquelle une solution non triviale existe et
correspond donc a la plus grande valeur de ¢*. On voit donc que tenir compte d’un poids variable
conduit a la méme expression que celle obtenu pour un poids concentré au sommet de 1’arbre, voir
Eq. (4.43); seule la constante numérique déterminée par ¢* sera différente. Il est intéressant de
constater que nous sommes arrivés a cette conclusion sans résoudre 1’équation différentielle mais
simplement en 1’adimensionnant.

Pour obtenir la valeur de la constante numérique, nous 15—

devons calculer ¢* et donc résoudre 1’équation différen- @ 1 o — AX) ]
tielle (4.47). Il s’agit de I’équation de George Biddell Airy i Bi(x) 1
(1801-1892) qui introduisit cette fonction pour décrire 0.5;

I’intensité lumineuse au voisinage d’une caustique. On 0f ]
la rencontre dans de nombreux domaines de la physique, g5t ]
par exemple, lorsqu’on résout I’équation de Schrodinger 1 : L ]

avec un potentiel confinent linéaire afin de décrire, en pre- =20 15 -10 -5 0 5
migre approximation, des états liés de quarks. La solution X
générale de cette équation est une combinaison linéaire b <}~ " T T T

12 Nif 113 i 13 ]
des fonctions d’ Airy [90, p. 193], Ai(¥) et Bi(x), qui sont 15 3TAGT)+BiCaT)
représentées dans la Fig. 4.10(a) ! (\ ]

g A |
(E) = 1 Ai(F) + c2Bi(F), 449y O WW \/ ?
-0.5 B
. 372/3 _ T BT BRI N SR T BT R
AI(O) = F(g) ~ 0355, »?0—4 102 102 10" 10° 10" 107
3
. 371/3 q
A(0) = — (L) =~ —0.259, FIGURE 4.10 - a. Fonctions d’Airy Ai(x)
1/63 6 et Bi(x). b. Combinaison linéaire (4.50) de
3~ 3 . A P
Bi(0) = —~ 0.615, Bi'(O) -~ 0.448 fon‘cno/ns d’Airy. Le plus grand zéros est
r'(3) ) indiqué.

ou I'(x) est la fonction Gamma [90, p. 135]. Il faut maintenant appliquer les conditions aux bords :

31/6
7 (0) = clAT(0) + B (0) = ———L— + 27 0 = |c; =30,
3Ar() T T
w(—q %) = c2 |V3Ai(—¢73) +Bi(—¢ /?)| = 0. (4.50)

Les solutions de cette derniere équation nous donnent ¢*. Le probleme de la détermination de la
constante numérique est donc ramené a trouver les zéros d’une fonction spéciale. Il existe une
infinité dénombrable de zéros de cette fonction, mais comme mentionné plus haut, nous sommes
intéressés par la plus grande valeur de g*. Il est aisé de 1’obtenir numériquement, voir Fig. 4.10(b),
et on obtient finalement

H.=0.788(¢D*)'?, on (= [f] et ¢*~0.128. 4.51)
g
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En utilisant E ~ 11+ 1 GPa et p = 750 £ 250 kg/m>, comme dans le cas précédent, on trouve cette
fois

H? ~ 90+ 10) D¥3, (4.52)

ou H, et D sont mesurés en metre. La comparaison de cette relation avec des données de terrain,
voir Fig. 4.9, montre que ng) décrit bien une limite supérieure pour la hauteur des arbres a quelques
rares exceptions pres (sur plus de 9200 données). Malgré 1’énorme dispersion des données, on
constate que la partie supérieur du « nuage » de points épouse presque parfaitement cette limite de

flambage.

Propotrtion des os longs

L’ objectif de cette sous-section est de montrer comment des modeles simples (voire simplistes)
peuvent étre combinés avec des observations expérimentales pour obtenir certaines informations
utiles sur des systemes. Nous verrons ci-dessous, comment la taille des os des animaux peut étre
reliée a leur masse totale. Ce genre d’information est utile, par exemple, pour un paléontologue
lorsqu’il découvre une partie d’un fossile et souhaite estimer la masse totale de 1’animal lorsqu’il
était vivant. De maniere plus générale, une des questions importantes dans I’étude des proportions
animales est de savoir ce qui fixe la taille de certaines parties du corps et en particulier celle des os.
Galilée a été le premier a suggérer en 1637 que la longueur L des os des gros animaux n’est pas
proportionnel a leur taille linéaire, c-a-d que L n’est pas proportionnel a V1/3 ou V est le volume du
corps. Si les animaux étaient géométriquement similaires (L ~ V1/3 ~ M}/ 3, ou Mr est la masse
totale du corps), la section transversale des os S évoluerait comme Mi/ 3 ce qui impliquerait que la

contrainte de compression au repos augmenterait avec la taille des animaux : 6 ~ Myg/S ~ M}/ 3).
Galilée a estimé que les dimensions des os ne pouvaient étre géométriquement similaires sinon
de trés grands animaux s’effondreraient sous leur propre poids (il a supposé a juste titre que la
limite de fracture des os était indépendante de leur taille). Ce raisonnement donne lieu a I’approche
la plus naive de I’allométrie des os longs, oll on suppose que la contrainte de compression &
est indépendante de Ia taille pour les animaux au repos, ce qui conduit a la prédiction suivante :
0 ~ M7 /S~ M/D?* = cste et donc D ~ M;/ %, Cet argument suggere que le diametre des os doit
augmenter plus rapidement que prévu par la similarité géométrique (D ~ M;/ 3) afin de maintenir
le stress osseux a des niveaux n’engendrant pas de danger de fracture ; mais cette loi d’échelle
[scaling] ne résiste cependant pas a I’analyse des données expérimentales.

L’intérét pour 1’allométrie des os a été ravivé lorsque McMahon a proposé que le processus
clé déterminant les proportions des animaux est le flambage d’Euler que nous avons étudié plus
haut. Nous avons déja appliqué cette idée pour déterminer la proportion des arbres. Nous pouvons
étendre cette idée pour étudier succinctement la proportion des os. Pour cela, on note que les os
longs comme le fémur doivent étre capable de supporter le poids du corps. On considere alors que,
d’une part, I’0s est un tige de longueur L ayant une section circulaire de diametre D sur laquelle
repose une partie du poids et que, d’autre part, la masse de 1’os est une fraction de la masse totale :

ER* 5
P.=aMrg=C—5, et paR’L=KMr, (4.53)

ou ¢ et K sont des constantes inférieures a 1 et C est une constante qui dépend des conditions aux
bords. Nous avons en effet vu avec la relation (4.38) et celles obtenues dans les Exercices 4.4 et
4.5 que I’expression de la force critique de flambage est toujours la méme a une constante pres qui
dépend des conditions aux bords. Comme nous allons uniquement déterminer des scalings, c-a-d
des exposants, dans cette sous-section, ces constantes ne sont pas cruciales. Contrairement a ce que
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FIGURE 4.11 - a. Evolution de la longueur et du diamétre du fémur de nombreux animaux en fonction
de leur masse totale [91-94]. Les expressions des régressions non linéaires (courbes rouges) sont données
par I’équation (4.56). Les ajustements des courbes théoriques (4.54) (courbes noires) et (4.60) (courbes
bleues) donnent comme coefficient : C;, = 100.0, Cp = 5.0, C;, =56.0 et Cp = 3.5 quand les longueurs sont
mesurées en millimétre et Ia masse en kilogramme. b. Evolution de la masse du squelette en fonction de la
masse totale pour de différents animaux [95]. L’expression de la régression non-linéaire (courbe rouge) est
donnée par I’équation (4.57). Pour les deux autres courbes, on a K = 0.05 (courbe noire) et k = 0.07 kg’l/ 6
(courbe bleue).

nous avons fait pour les arbres, oll nous avons obtenu une hauteur maximale au-dessus de laquelle
un tronc est élastiquement instable, nous n’allons pas obtenir ici une longueur critique pour les
0s. Nous allons au contraire déterminer comment les dimensions des os évoluent avec la masse
totale des animaux. On peut donc s’étonner qu’on utilise 1’expression de la force critique au-dela
de laquelle une tige flambe. Tout d’abord, on remarque pour les arbres que le nuage de points de
la Fig. 4.8 est bien aligné avec la courbe limite. Donc, méme si un arbre est bien en-dessous de
la limite de flambage, ses proportions sont en moyenne données par cette limite. Ensuite, I’'idée
sous-jacente est aussi celle d’universalité. On suppose que les proportions des 0s, comme pour
les arbres, sont les mémes pour tous les animaux. Des lors, si ces proportions ne respectent pas
celle dictée par la limite de flambage, certains os, petit ou grand, pourraient dépasser la limite
de flambage. Par exemple, pour les arbres, si H croit avec D plus vite que prédit par la limite de
flambage, les grands arbres seraient instables. Inversement, si H croit moins vite avec D que prédit
par la limite de flambage, ce sont les petits arbres qui seraient instables. En résumé, on suppose que
les proportions sont celles dictées par 1’élasticité a un facteur de sécurité pres.

Les équations (4.53) nous donnent deux relations pour deux inconnues R et L. La résolution de
celles-ci donne

ck21V4 Topg 14 ak21VE T3 18
melgm| ] = pa=2|Tn| | =cm wse

ou / est défini par 1’équation (4.43). Notons que si on élimine My des deux relations (4.53), on
trouve une relation similaire a celle obtenue pour les arbres, a savoir

cK 173
Lth:|:47l'0£:| (¢D3)'/3. (4.55)

Si on suppose que E, p, K et o sont des constantes pour tous les animaux, alors les coefficients
C;, et Cp sont également constants. Sous cette hypothese, il suffit de mesurer la longueur L d’un
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os en particulier, par exemple le fémur, et la masse totale M7 pour une série d’animaux et de
porter en graphiques L en fonction de M7 pour vérifier si des lois d’échelle se dégagent et si elles
correspondent a celles obtenues ici. La Fig. 4.11(a) contient 380 données expérimentales pour le
fémur de nombreux animaux et une régression non linéaire conduit aux lois de puissance suivantes :

Lexp = 54.8M03*, et Deyp = 3.3MY* (4.56)

ou les longueurs sont mesurées en millimetres en la masse en kilogramme. Les exposants théoriques
diffeérent donc significativement de ceux obtenus expérimentalement méme si, comme le montre la
Fig. 4.11(a), ’accord avec les données est relativement bon pour le diameétre lorsque les coefficients
C;, et Cp sont considérés comme des parametres libres pour la régression. Une loi purement
géométrique L ~ M;/ 3, au lieude L ~ M;/ * obtenu par un principe de mécanique, semble mieux
décrire les données. Il y a régulierement des débats dans la littérature pour savoir si les proportions
des parties d’un corps sont de nature purement géométrique ou dictées par un principe physique.
Cependant, un exposant donné peut provenir soit de considération purement géométrique, soit de
considération physique, comme nous allons le voir ci-dessous.

p) Notons que I’expression théorique Dy, semble mieux décrire les données que la régression effectuée
en laissant I’exposant libre. Cet effet visuel provient de 1’échelle logarithmique pour laquelle la
distance entre, par exemple, 10~! et 1 est la méme qu’entre 10> et 10°. Donc, un méme écart entre
une courbe et un point conduit en fait a une erreur beaucoup plus faible pour les petites valeurs
que pour les grandes valeurs. Notons aussi qu’une régression linéaire effectuée sur le logarithme
des données peut donner des exposants différents car le méme poids est alors donné a toutes les
données.

L’accord entre les données et le modele peut étre amélioré en modifiant une hypothese, a savoir
que la masse de I’os est une fraction de la masse totale de 1’animal, c-a-d K constant pour tous les
animaux. En effet, si on porte en graphique la masse du squelette des animaux, Mg, en fonction de
leur masse totale, M7, voir Fig. 4.11(b), on remarque que la relation n’est pas tout a fait linéaire :

MS® = kM7, avec k=0.1kg ", (4.57)

On peut alors remplacer I’hypothése que la masse de 1’os considéré est une fraction de la masse
totale par I’hypothese que la masse de I’os considéré est une fraction de la masse totale du squelette.
Pour simplifier les calculs, nous modifions légérement I’exposant et utilisons

Mfgh = ﬁkM;m, avec k=0.07 kg*1/6, et B<I. (4.58)

LaFig. 4.11(b) montre que cette loi d’échelle décrit raisonnablement bien les données. Les équations
(4.53) deviennent alors

ER* ) 7/6
PC:aMTg:C?, et pﬂ:R L:ﬁkMT . (459)

et leur résolution donne

P

=CMy?, Dyp=2 [

Cﬁ2k2:|zlt KM?-/3

1 10/37 %
aszT s [ a0 5/12
am?

L= [ ot 1o | =CoMi", @60

ou { est défini par 1’équation (4.43). Cette fois, I’accord entre les exposants théoriques et expérimen-
taux est quasiment parfait comme le montre les équations (4.56) et (4.60), ainsi que la Fig. 4.11(a).
Nous pouvons maintenant nous intéresser aux coefficients. En supposant qu’un fémur supporte 1/4
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du poids chez les quadrupedes, o = 0.25, et que la masse du fémur représente 5% de la masse du
squelette, B = 0.05, (il a une masse moyenne de 400 g chez un homme [96] pour un squelette ayant
une masse moyenne de 10 kg [97]), les relations (4.60) donnent

Ly =3742M)7, Dy =2.4M", (4.61)

otl nous avons utilisé E = 20 GPa, p = 2000 kg/m’ et C = 7> /4 représentant des conditions aux
bords de type rotule (simplement supporté) qui sont sans doute les plus adaptées. Des régressions
non linéaires effectuées avec ces mémes relations afin de décrire au mieux les données, comme
montré sur la Fig. 4.11(a), donnent comme coefficients C; = 56.0 et Cp = 3.5. On voit donc la
longueur du fémur est plus de 6 fois (374/56) inférieurs a la limite de flambage alors que le
diametre est 1égerement (30%) en-dessous de cette limite. On en déduit que le facteur de sécurité
pour que les os puissent résister a des chocs sans se briser immédiatement se trouve au niveau de la
longueur des os plutot qu’au niveau de leur diametre.

Nous arrétons la discussion a ce stade. Il faudrait encore vérifier si I’hypotheése que la masse
d’un fémur est bien une fraction plus ou moins constante de la masse totale d’un squelette, mais
cela nous menerait trop loin dans le cadre de ce cours. L’ objectif de cette sous-section était de
montrer comment des relations simples peuvent étre couplées a des mesures expérimentales pour
dégager certaines tendances.

Exercice 4.6 On suppose qu’une variation de température donne lieu a une déformation
uniforme &; = (a/3) (T — To) &;;. La généralisation la plus simple des équations constitutives
est de la forme : 7;; = 2u¢&;; + A&y 6;j — So(T — Tp) &;;. Expliquez pourquoi il faut que S =
(A+2u/3). .

Exercice 4.7 Soit un rail de longueur L maintenu dans les conditions d’un encastrement a ses
extrémités. A partir de quelle température T — Ty le rail se déforme-t-il ? On suppose ensuite que
le rail de longueur L est maintenu dans sa position initiale par une force par unité de longueur

f = —xw, ou w est le déplacement transverse du rail. Quelle est ’origine de cette force de
rappel ? Apres avoir déterminé 1’équation pour w, trouver pour quelle valeur de 7' — T se produit
la premiere déformation et quelle est sa longueur caractéristique lorsque L — oo. "

——— Compression «—— Air

FIGURE 4.12 - a. Flambage périodique d’une voie ferrée suite a une trop forte chaleur survenu a North
Platte (Nebraska, USA) Ile 11 juillet 2011. b. Illustration du phénoméne avec un systeme modeéle fait de
PDMS o1l la couche mince en bleu a un module de Young 100 fois plus grand que le substrat transparent. La
dilatation du rail est remplacée par la compression du systeme. ¢. Pour de plus grandes compressions, un
mode ayant une longueur d’onde double de la longueur d’onde initiale émerge [13].
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Tige et plaque : théorie non linéaire

Nous avons illustré a la Section 4.1.6 le concept d’instabilité élastique a 1’aide d’un exemple
simple que nous rappelons brievement. Soit une poutre homogene de longueur L et de section
uniforme comprimée par une force 7 = —P le long de son axe avec un couple nul aux bords.
L’équation (4.35) devient dans ce cas

4 2 2
B%—FP%zO, avec w:ﬂzo, en x=0 et x=0L. (4.62)

La seule solution possible est w = 0, sauf lorsque P = P, = n>*B/L>. Pour ces valeurs, on trouve
la solution supplémentaire w = Asin(nzmx/L), ot A est indéterminé. On peut vérifier I’existence
du seuil de compression, P. = P,—;, en comprimant une régle par exemple. Il faut appliquer une
force suffisamment grande le long de la régle pour la faire flamber. Cependant, on sait bien qu’une
déformation non nulle persiste au-dela de ce seuil alors que la solution de I’équation linéaire (4.62)
prédit une déformation non nulle au seuil seulement. De plus, I’amplitude A de la déformation varie
de maniere précise avec la force de compression. Comme nous 1’avons vu, cette amplitude peut
étre déterminée si le déplacement axial A est contrdlé. Cependant dans ce cas, la force P reste égale
a sa valeur seuil. Si on veut déterminer comment I’amplitude varie avec la force appliquée, et non
avec le déplacement axial imposé, il faut généraliser (4.35) en incluant les effets non linéaires.

Nous avons vu a la Section 4.1.3 que lorsqu’une tige (ou une plaque) était courbée, la déforma-
tion était de I’ordre € ~ h/R ol h est I’épaisseur de la tige dans le plan de courbure et R le rayon de
courbure imposé. Si la tige est suffisamment mince, les déformations sont alors tres faibles alors que
les déplacements peuvent €tre importants. Si la déformation est faible, on peut toujours supposer
que la contrainte est une fonction linéaire de la déformation (loi de Hooke). Cependant, lorsque
le déplacement est important, 1’élasticité linéaire n’est plus valable : les coordonnées eulérienne
et lagrangienne sont loin d’étre interchangeables, et il n’est pas 1égitime a priori de linéariser la
relation entre déformation et déplacement. Nous cherchons donc une théorie géométriquement non
linéaire, ot il n’est pas nécessaire de procéder a cette linéarisation, mais mécaniquement linéaire.

A I’équilibre, il est facile de généraliser notre dérivation la
théorie linéaire des tiges effectuée a la Section 4.1.2 afin de mo-
déliser de grands déplacements transversaux bidimensionnels.
Nous décrivons la déformation de la tige de longueur L en utili-
sant la longueur d’arc s € [0,L] le long de 1’axe neutre et I’angle
0(s) entre cet axe et 1’axe des x. Nous supposons que 1’axe
neutre est inextensible de sorte que sa longueur est conservée
durant la déformation. Nous pouvons donc voir s comme une .

. . ) . . . FIGURE 4.13 - Forces agissant sur
coordanee lag.ranglenne fixée dans la tlge en defo.rmatlog. Ppur une tige et coordonnées curvilignes -
obtenir I’équation donnant la déformation de la tige, assimilée 3, — 45056 et dz = ds sin 6.

a son axe neutre, nous devons effectuer le bilan des forces et

des moments. Nous avons déja effectué cet exercice a la Section 4.1.2 et les équations (4.7) et
(4.9) restent valables. Cependant, nous ne supposerons pas ici que 8 < 1, puisque nous voulons
décrire les grands déplacements, et nous nous limitons a obtenir 1’équation a 1’équilibre, c-a-d que
la somme des forces doit étre nulle et que les variables ne dépendent pas du temps. Les équations
(4.7) et (4.9) donnent donc

d d dm
—[Tcos® —Nsin0] =0, —[Tsin@+Ncosf]=0, — =N
s ds ds

(4.63)

Les deux premieres équations montrent simplement que les forces internes dans les directions x et z
ne varient pas le long de la tige. Si une force de composante (7, N;) est appliquée a I’extrémité
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droite de la tige, avec une force égale et opposée a I’extrémité gauche (la somme des forces doit
&tre nulle pour maintenir I’équilibre), on a simplement

Tcos® —Nsin@ =T,, TsinO+Ncosh =N,. (4.64)
En éliminant 7" de ces relations et en utilisant (4.63), on trouve
. dm .
N =N,cos0 —T;sinf, = d—:NZcose—szme. (4.65)
s

Comme les déformations sont faibles dans une tige mince, on peut continuer a utiliser la relation
linéaire (4.15) entre le moment et la courbure pour finalement obtenir I’équation recherchée

d?6 _
Bﬁ =T,sin@ —N,cos 0, (4.66)
s

ol d6/ds = Kk(s) et ot B est supposé constant. Si le module de flexion varie le long de la tige, il doit
évidemment rester sous le signe de dérivation et le membre de gauche s’écrit alors : ds(B(s)d,0).
Pour une plaque courbée dans un plan, la relation est identique avec B remplacé par D, voir
Eq. (4.27), et les forces étant des forces par unité de longueur transverse (le long de I’axe y).
L’équation (4.66) est celle d’une ligne élastique, 1’axe neutre de la tige, ol la géométrie de la section
de la tige et le type de matériau la constituant sont encodés dans le module de flexion. Une telle
ligne élastique est appelée elastica d’Euler qui a obtenu cette équation en 1744. Lorsque I’évolution
de 6 = 0(s) est connue le long de tige, sa forme dans le plan (x,z) s’obtient a partir des relations
liant les deux systemes de coordonnées :

dx d N N
— =cos0, Y sin 0, = x(s) = / cosO(s')ds’,  w(s) = / sin0(s") ds’,
ds ds 0 0

(4.67)

ou w est le déplacement transverse. La forme de la tige déformée s’obtient donc en termes d’un
systeéme de deux équations paramétriques ol s est le parametre couvrant la longueur de la tige.
Notons que I’équation (4.66) se réduit a 1I’équation (4.35) pour les petites déformations puisque

si@<1,ona

dx dw 3w dw

—~1, —~0, = B—>~T,——N,. 4.68
ds " ds ’ dx3 *dx ¢ (4.68)
Une dérivation supplémentaire redonne 1’équation (4.35) avec B et T constants et sans force
transverse f qui n’a pas été incluse ici.

Applications : instabilité élastique
Solution faiblement non linéaire

Dans I’exemple que nous avons étudié a la Section 4.1.6 et rappelé au début de cette Section,
nous avons 7, = —P, N, =0et d;0 =0ens=0ets=L. L' équation (4.66) devient donc

2

B% +Psin0=0, 6(0)=6'(L)=0. (4.69)
\)

Etudions cette équation preés du seuil critique P = P, = n>B/L? pour montrer que la solution est
non nulle au-dela de celui-ci et trouver comment I’amplitude du déplacement varie avec P. Ce seuil
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P. a été obtenu a partir de I’équation linéaire pour laquelle 8 < 1. Pour obtenir une correction non
linéaire, il faut donc s’éloigner Iégerement du régime linéaire avec 6 toujours petit. Nous posons
donc

P=P.+eP, et 06=n6), ou &n<l. (4.70)

En remplacant dans I’équation (4.69) et en développant au premier ordre en chaque petit parametre,
on trouve

d*6 n’ ) n?

B— +(P.+€P) (60— 6 +...) ~B—— +PbOy+eP6— PO =0. (471

ds2 (c l) 60 ds2 cY0 190 6CO ( )
Cette équation est a résoudre ordre par ordre. L’ ordre dominant nous donnera la solution linéaire.
Si 1 et € sont indépendants 1’un de I’autre, les ordres supérieurs donnent simplement 6y = 0, ce
qui n’est pas possible. Il faut donc que le terme proportionnel a € puisse étre contrebalancé par le
terme proportionnel 4 112, ce qui impose 1> = £. On constate alors qu’on a développé P a 1’ordre £
et  a’ordre €!/2. Comme nous I’avons fait pour obtenir 1’équation de Korteweg—de Vries ol nous
n’avions pas développé I’amplitude a un ordre suffisamment petit, nous corrigeons le tir en écrivant

P=P.+eP, et 0=¢e"%(6)+¢6)). (4.72)

Notons qu’ajouter un terme el/ 20, a 6, au lieu d’un terme €6, ne permet pas de progresser car
I’équation pour 0, serait identique a celle pour 6y. En remplagant ce développement dans 1’équation
(4.69), ainsi que dans les conditions au bords, nous obtenons finalement

B ﬂ%ﬂ + (P.+€P) |6p+¢ 9—9—3 =0, [6)+€6)]s—0L=0. (473)
a2 Eag cTER) % 2

On peut maintenant résoudre ordre par ordre

d2
g Bd—(‘z‘) +P.6) =0, 8,(0) = 64(L) =0, (4.74a)
S
d?6 P,
el BT; +P.6, = geg — P06y, 0/(0) = 6](L) = 0. (4.74b)
\)

L’équation 2 I’ordre £° se résout facilement. Sachant que P. = n2B/L?, on trouve

6 = Ccos (%) , (4.75a)
d? P.C°
BKG; +P.0O = 6C cos® (%) —CPjcos (%) , 6;(0) = 6{(L) =0.
P.C? 3ms P.C? s
= cos <L> —-C < n —P1> cos (T) , (4.75b)

otl nous avons utilisé 4 cos® x = cos3x + 3 cosx.

A ce stade, on pourrait résoudre 1’équation pour 6, par la méthode habituelle de la variation
des constantes. Il y a cependant un moyen plus rapide dans notre cas car nous ne sommes pas
intéressé par I’expression de 6, mais par celle de I’amplitude C. En effet, on constate que le terme
non homogene de droite de 1’équation (4.75b) contient un terme proportionnel a Ccos(7ws/L), qui
n’est autre que 6y, et qui est solution de 1’équation homogene puisque cette dernicre est identique
a I’équation (4.74a) pour 6y. Dans ces conditions, la solution va contenir un terme séculaire,
ssin(ms/L), qui est non borné lorsque s devient grand. Afin de pouvoir satisfaire les conditions
aux bords, on devra éliminer ce terme en demandant que son coefficient soit nul. Cela revient a
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demander que le coefficient du terme non homogene proportionnel a cos(7s/L) soit nul. On obtient
donc ce qu’on appelle la condition de solvabilité suivante

P.C? P<0: C=0
c —p)=0,] = ’ 4.76
( 8 1) ’ P>0: C=0 et C==+./8P/F. (4.76)

Si P; <0, c-a-d si on est en-dessous du seuil P. (voir Eq. (4.72)), cette équation n’admet que
la solution C = 0 et la tige reste dans sa position initiale. Par contre, lorsque P; > 0, on a deux
solutions supplémentaires pour I’amplitude qui décrivent la tige défléchie. En utilisant I’équation
(4.72), on trouve donc

8P, s 8(P—P,) s
—¢l/? —4el/2, /221 el INIPN VoSN d G 22
0=¢/"6)+0(e) =+te B cos( 7 > +e eP. cos( 7 ) .

Donc finalement, I’expression de I’angle que fait la tangente a la tige avec I’axe x, c-a-d 1’axe neutre
avant déformation, est donnée a I’ordre le plus bas par

2(P—P. ’B
o(s) = 42,/ 2P =F) oo (E> o p=r2 4.77)
P, L 2

La forme de la tige en coordonnées cartésiennes s’obtient a partir des équations paramétriques

a C o
08 — §=01,P=105 — 5=06,P=146 |

1 F— 8=02,P=11 8=07,P=1.58
o6l — 8=03,P=118 — 5=08P=174 |

~ o5l ] of 5=04,P=126 — 5=09 P=1.93
§=05P=135 — 5=10,P=218

A nl(
Jo——4
)

w(x)/L

[<T -0.51 .
1 05 1 15 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
PIP, x/L
b T T — T T 7 d — — ; — ;
o /1 08 — §5=01 — 5=06 ]
ordre & 4 — 9=02 §=07
ordre &2 06F 6f0.3 7 6f0.8 §
o ordre &° | 8= 82 — 3=084
~ -
Q Non linéaire < 0.4l 8=0. 1
L 45 15
0.2} ]
1 =T 1 1 1 1 0 L T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
) x/L

FIGURE 4.14 - a. Evolution de I’amplitude du déplacement transversal A en fonction de la force appliquée P
(4.78) ou du déplacement axial § (4.39). b. Evolution de la force appliquée en fonction du déplacement axial.
La relation non linéaire (4.82) est comparée a la relation faiblement non linéaire (4.79) et a ses corrections
d’ordres supérieurs (4.83). Forme de la tige déformée pour diverses valeurs du déplacement axial (ou de Ia
force appliquée P = P/P.) obtenues avec les équations paramétriques (4.67) ot 0(s) est donné par (4.80)
pour des conditions aux bords de type support simple (c.) ou par (4.85) pour des bords encastrés (d.).
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(4.67). A I’ordre le plus bas, on a

2L [2P—p.
x=s, w(x)zAﬁn(%), A= (P). (4.78)

L’amplitude du déplacement croit donc tres rapidement lorsque le seuil critique de compression est
dépassé puisque dA/dP évaluée en P = P, diverge, voir Fig. 4.14(a).

Si on compare I’expression de I’amplitude A (4.78) a I’expression (4.39) obtenue plus haut, on
trouve I’évolution de la force appliquée en fonction du déplacement axial et on peut donc calculer
I’énergie du systeme comme le travail de la force appliquée

S A2
P:PC<1+6>, = U:/P(6’)d6’:P68<1+6):PCA2<1+A), 4.79)
L 0 4 4

2

ot A = Ax/(2L). L’amplitude A du déplacement est le parametre d’ordre de la transformation entre
les états non déformé et déformé. Avant déformation, I’amplitude A est nulle ainsi que 1’énergie car,
pour une tige inextensible, la force appliquée n’effectue pas de travail puisque & = 0. L’énergie de
I’état déformé ainsi que sa dérivée par rapport au parametre d’ordre A tendent vers O a la transition
lorsque A — 0. Par contre, la dérivée seconde de I’énergie par rapport A est différente de 0 a la
transition et est donc discontinue en ce point. Il s’agit donc d’une transition du second ordre.

Solution non linéaire

Dans cette sous-section, nous montrons bri¢vement sans donner aucun détail que le probleéme
non linéaire (4.69) se résout exactement. L’équation (4.69) est identique a celle d’un pendule simple
et peut étre intégrée exactement :

_ 4B

= 2 [K(P, (4.80)

0(s) = 2arcsinfksn(gs/L+K(k),k)], ¢q= L\/i =2K(k), = P
ou sn(x,k) est une fonction elliptique de Jacobi qui est une fonction périodique dont 1’allure
ressemble a celle d’un sinus, qui varie entre —1 et 1, qui s’annule lorsque x = 2nK (k) et est
extrémale lorsque x = (2n+ 1)K (k) avec n € Z [90, p. 549]. La fonction K (k) est une intégrale
elliptique complete du premier type [90, p. 485]. Le parametre k est relié a la force appliquée
comme indiqué ci-dessus, ou encore au déplacement axial par la relation d’inextensibilité :

LA L 1 /L
A:L—/ dx:L—/ cosfds = SZZ/ (1 —cosB) ds. (4.81)
0 0 0

En utilisant la solution (4.80) et I’expression de P, on trouve

E (k) 5 kKO ¢ P K11kt 17k g
0=2(1—-—=|=k+—+—4+0(k —=14+—+—+—+0(") 4.82
( K(k)) Ty tOW) gyt ey TOK) 68
ol E(k) est une intégrale elliptique complete du second type [90, p. 485]. L’évolution de la
force appliquée en fonction du déplacement axial s’obtient donc comme a I’aide d’équations
paramétriques ou k est le parametre. En développant en série de puissance de k et en résolvant les
équations itérativement, on obtient donc la relation suivante entre P et § :

P. 2 32 128

+0(8%). (4.83)

A T’ordre 8, on retrouve bien évidemment la relation (4.79). La comparaison entre la relation
paramétrique (4.82), et les relations (4.79) et (4.83) est montrée dans la Fig. 4.14(b). L'évolution de
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la forme de la tige en coordonnée cartésienne, obtenue via les relations paramétriques (4.67), en
fonction de la force appliquée (ou du déplacement axial) est montrée dans la Fig. 4.14(c).

Notons finalement que le probleme (4.69) se résout aussi exactement lorsque les bords sont
encastrés :

2

426
By TPsing=0, 6(0)=6(L)=0. (4.84)

Dans ce cas, la solution est donnée par

P 16B
0(s) = 2arcsinfksn(gs/L,K)], q= L\/; _4K(k), = P— %

K0P, (485
avec P. = 4m’B/L?, voir Exercice 4.4. Les équations (4.82) sont inchangées. Aussi, I’évolution
montrée dans la Fig. 4.14(b) reste valable, seule la valeur de P, est différente. L’ évolution de la
forme de la tige est montrée dans la Fig. 4.14(d) pour ces conditions aux bords.

Structures plissées
Mécanisme de base

Dans cette Section, nous allons étudier un mécanisme de base par lequel des structures plissées
émergent spontanément lors de 1’application d’une contrainte globale sur le systeme. Une structure
plissée est une structure comportant des ondulations ayant une taille intrinseque plus petite et
indépendante de la taille du systeme. De telles ondulations peuvent apparaitre si on applique
de multiples contraintes locales pour contrdler les déplacements transverses. Par exemple, en
appliquant des forces perpendiculairement a 1’axe d’une tige, on peut la faire onduler. La taille des
ondulations est alors contrdlée par la distance entre les points d’application des forces. Néanmoins,
si on veut produire des milliers d’ondulations, ce n’est pas une stratégie tres intéressante. De plus,
cela ne permet pas de comprendre comment des structures plissées de tailles trés variables, telles
que montrées dans la Fig. 4.15, peuvent émerger spontanément dans des systémes naturels.

Nous avons vu aux Sections 4.1.6 et 4.2.1 qu’une tige peut étre déformée en lui appliquant
une force le long de son axe. Au-dela d’un seuil critique, la tige flambe. Cependant, comme
illustré dans la Fig. 4.14(c) et (d), la tige ne présente alors qu’un ondulation car la seule énergie
a minimiser est I’énergie de courbure de la tige. En effet, si on considere une tige de forme
sinusoidale, w(x) = Asin(nmx/L) avec n € N>, son énergie de courbure pour les petites amplitudes,
Up = (B/2) [y [w" (x)]? dx = n*BA%n* /(3L?), est minimale pour n = 1.

FIGURE 4.15 - a. Chaine de montagne. b. Coulée de lave cordée. c. Circonvolutions du cerveau. d.
Dermatoglyphes. e. Rides sur la peau.
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Il

Substrat liquide Substrat élastique

|||| \

4 £ 3
Vue de coupe Vue du dessus Vue de coupe Vue du dessus

FIGURE 4.16 - Formes d’une plaque mince progressivement comprimée reposant sur un liquide (a-c) ou
sur un élastomere (e-g). d et h. Vues du dessus pour une faible compression.

Cependant, les exemples des Fig. 4.15 et 1.2(f) et (g) (et bien d’autres) montrent clairement
de multiples ondulations en surface. Cela provient du fait que ces systemes sont composés d’une
plaque « mince » reposant sur un substrat épais et suffisamment déformable. L' énergie a minimiser
n’est donc plus seulement I’énergie de courbure de la plaque mais aussi I’énergie de déformation
du substrat. En effet, si une plaque mince attachée a un substrat est comprimée, elle flambera
au-dela d’un seuil critique pour la force appliquée P. ~ DW /L?, ot D est le module de flexion de
la plaque (4.27) et W sa largeur dans la direction perpendiculaire a la direction de compression
uniaxiale. Si le substrat est un corps élastique épais, il ne flambera pas pour cette valeur P, de
la force appliquée s’il est suffisamment épais (D ~ A3). I sera néanmoins déformé par la plaque
puisqu’il doit I’accompagner dans son déplacement. Si le substrat est un fluide dense, il n’a aussi
aucune raison de se déformer s’il n’accompagnait pas la plaque dans son déplacement. Dans les
deux cas, le substrat est forcé de se déformer alors que son état minimum d’énergie est atteint
lorsqu’il reste plan. La plaque devra s’accommoder de cette résistance supplémentaire et adapter
son mode de déformation afin que 1’énergie totale soit minimisée. Des expériences réalisées en
laboratoire sur des systemes modeles montrent en effet que, dans cette situation, la plaque ondule
avec une longueur bien déterminée et indépendante de la longueur de la plaque, voir Fig. 4.16.

On peut facilement obtenir des informations sur la forme qu’adoptera la plaque lorsqu’elle
flambera sous I’effet d’une compression uniaxiale quand elle doit déformer un substrat lors de son
déplacement. Pour cela, il suffit d’estimer I’ordre de grandeur des énergies en jeu et de minimiser
leur somme. Si on suppose que la plaque prend une forme sinusoidale, w(x) = Asin(27x/A),
comme semble le suggérer les expériences (Fig. 4.16), son énergie de courbure sur une période et
pour une amplitude faible (A/A < 1) est

_DW %

AZDW
Ug=— )
2 Jo

W (x)]* dx = 4z e

(4.86)

Si le substrat est un corps élastique, celui-ci subira une déformation €(x) = (dw/dx)/2 puisque
le champ de déplacement est simplement u = w(x)e,. Dans ce cas, la contrainte est 6 ~ Eg€, ol
Eg est le module de Young du substrat, et I’énergie de déformation élastique du substrat sur une
période est alors donnée par

1 WA A r?
Us = 7/68 dx ~ —/ ocedx=—A’EsW, (4.87)
2 2 Jo 4

ol nous avons supposé que la déformation du substrat s’étendait sur une profondeur A le long de
I’axe z. Cela est dii au caractere elliptique des équations de 1’élasticité : une déformation périodique
de longueur d’onde A le long de x produira une déformation exponentiellement décroissante dans
le milieu élastique le long de z. La méme propriété a été rencontrée lorsque nous avons étudié les
vagues en eau peu profonde (voir Exercice 3.4) puisque 1’équation de Laplace est une équation
elliptique. La plaque étant supposée trés mince, elle est inextensible et la relation (4.31) donne un
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lien entre 1’amplitude et la longueur d’onde :

e A2 v
5:—/ ') dx=m"", => A=-—A. 4.88
22 Jo ) 22 T (59
La longueur d’onde optimale de la déformation est alors obtenue en minimisant I’énergie totale,
U = Up + Us, dans laquelle I’amplitude A a été remplacée par A :

472D EgA? oU Ep]'/3

ou Ep est le module de Young de la plaque. Notons que ce calcul simple ne permet d’obtenir la
longueur d’onde qu’a une constante numérique pres. Cependant, la dépendance en 1’épaisseur £
de la plaque et en les modules de Young de la plaque et du substrat sont correctes. On constate
donc que I’énergie de courbure de la plaque, Up ~ A~!, favorise les grandes longueur d’onde
alors que 1’énergie de déformation du substrat, Us ~ A2, favorise les petites longueur d’onde.
La minimisation de I’énergie totale sélectionne donc une longueur d’onde intermédiaire qui est
contrdlée par 1’épaisseur de la couche mince et, dans une moindre mesure, par le rapport des
modules élastiques (plus la plaque est « rigide » plus la longueur d’onde est grande).

Si le substrat est un liquide, son énergie de déformation correspond au travail du poids de I’eau
déplacée par le déplacement de la plaque. Le poids d’une colonne d’eau située entre x et x + dx vaut
P(z) = pgzW dx, ou z est son élévation. Le travail nécessaire pour déplacer cette colonne d’eau de
z =0, sa position initiale, & z = w(x), la position locale de la plaque, est donc dUs = [ ® P(z) dz.
Le travail total sur une période est donc la somme de ces travaux

A rw 2
Us= ng/ / (X)zdz dar = PsW ’ w(x)? dx = A—lng = i/13ng, (4.90)
0 Jo 2 Jo 4 42
ol on a utilisé la relation entre A et A donnée par la condition d’inextensibilité. La longueur d’onde
optimale de la déformation est de nouveau obtenue en minimisant 1’énergie totale :

5 3 1/4
42D pgxl] L ;LNha/zt[EP] , 4.91)

UZSW[ A +47t2 ﬁ:() = Pg

Le mécanisme de base conduisant a la formation de structure plissée réside dans I’existence de
deux termes énergétiques antagonistes ; 1’un favorisant les déformations de grande taille, I’autre
favorisant les déformations de petite taille. Le systeme doit donc trouver un compromis pour
minimiser I’énergie totale en sélectionnant une déformation de taille intermédiaire. Nous allons
étudier dans la Section suivante ce type de systeme en détail en nous limitant au cas d’un substrat
liquide.

Etude détaillée : plaque flottante comprimée
Mise en équations

Le systeme étudié ici est composé d’une plaque élastique mince et incompressible de longueur
L, de largeur W et de module de flexion D reposant sur un substrat liquide de densité p. La plaque
est comprimée uniaxialement d’une distance A le long de I’axe x et se déforme dans le plan (x,z).
La forme de la plaque est décrite par les équations paramétriques (4.67) :

x(s):/s cosO(s")ds’,  w(s) :/s sin@(s')ds’, (4.92)

—-L/2 —L/2
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FIGURE 4.17 - a. Vue tridimensionnelle schématique du systéme. b. Vue de coupe dans le plan (x,z).

ou O(s) est I’angle entre la tangente locale a la plaque au point s et I’axe x, voir Fig. 4.17. L’ énergie
totale par unité de longueur le long de I’axe y, U, du systeme est composée de 1’énergie de courbure
de la plaque, Up, et de I’énergie de déformation du substrat, Uy :

L/2 L2
2/ s, 2/ )% cos O(s) ds, (4.93)

L2 L/2

ot § = do /ds et K = pg. L’énergie Uy est simplement la somme, le long de la plaque, des
travaux effectués par le poids de colonnes de liquide de largeur dx déplacées par la plaque (avec
dx = ds cos 0). Le parameétre K joue donc le role d’une rigidité effective du substrat et mesure la
résistance d’un matériau aux déformations en réponse a une force appliquée. Pour un liquide, il est
proportionnel a son poids par unité de volume. Le déplacement dans la direction de compression, le
long de I’axe x, est donné par

L)2
A= / (1 —cosB)d (4.94)
L)2
et est liée a la force appliquée nécessaire pour comprimer la plaque le long de 1’axe x par :
P = dU/dA. Laction caractérisant ce systéme s’écrit donc
L/2 D., K, . .

S= L/zﬁ(s) ds, L= 59 + W cos 0 —P(1—cosO®—A/L)—Q(s)(sin® —w), (4.95)
etou P et Q(s) sont des multiplicateurs de Lagrange introduits pour prendre en compte la contrainte
globale (4.94) et la relation locale entre w et 6 respectivement. En effet, w(s) et 6(s) ne sont pas
indépendants puisque w = sin 8. Néanmoins, on les considere comme indépendantes et on tient
compte de leur relation via I'introduction d’un multiplicateur de Lagrange.

L’équation régissant la morphologie de la plaque peut alors &tre obtenue par variation de 1’éner-
gie comme nous ’avons fait a la Section 4.1.5. De maniere équivalent, elle peut étre obtenu a I’aide
de les équations d’Euler-Lagrange en considérant (6,w) comme des coordonnées généralisées :

oL d JdL

hade i i—=1.2 =0 et = w. 4.96
90 dsaq " i=1,2, avec q et g =w (4.96)

En utilisant I’expression (4.95) du lagrangien, nous obtenons les deux équations suivantes

. K .
D9+§wzsin9+Psin6+Qcose:0, Kwcos8 —Q =0. 4.97)
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En dérivant la premiere équation de (4.97) par rapport a s et en utilisant la seconde équation
de (4.97) pour éliminer Q avec w = sin 6, on obtient

K R . .
D6 +Kw+§w29c0s9+Pecose—Qesine:0. (4.98)

Puisque le lagrangien £ ne dépend pas explicitement de la variable indépendante s, le hamilto-
nien H est une constante (dH /ds = 0). L’expression du hamiltonien est donnée par

oL D., K .
H:Zqi&—q_;ﬁz 5927 5y2cos9+P(1 —co0s0)+Qsin =C=0. (4.99)

A ce stade, nous nous limitons a 1’étude d’une plaque infiniment longue L — co avec w = 0 = 6 =0
pour s — £oo. Comme indiqué ci-dessous, cette approximation donne une description satisfaisante
de ce systeme et permet d’obtenir une solution exacte explicite. Nous décrirons brievement plus
bas comment les résultats different pour une plaque de longueur finie [16]. Cette simplification
permet de poser la constante d’intégration C égale a 0 grace aux conditions aux bords a I’infini. Le

multiplicateur de Lagrange Q est finalement éliminé en multipliant I’expression (4.99) de H par 0
et en ajoutant le résultat a I’équation (4.98) :

D . .
DO +563+P0+KW:0.

(4.100)

L’ équation (4.100) est simplement celle de 1’elastica d’Euler. Elle exprime 1’équilibre des forces
normales sur une section infinitésimale de la plaque. Le dernier terme, qui correspond généralement

a une force normale externe, provient ici de la pression hydrostatique. En dérivant 1’équation (4.100)
on obtient une équation dépendant uniquement de 0 :

e 3D 1. ..
Do +7929+P9+Ksine:o.

(4.101)

Notons que cette équation est invariante par rapport a la transformation w — —w. Ce systéme est
donc caractérisé par une symétrie haut-bas, ce qui signifie que le pli unique qui focalise toute la
déformation pour les grandes compressions, voir Figs. 4.19(c) et 4.20(a), a lieu vers le substrat
ou vers le haut. En effet, une déformation ou sa symétrique obtenue a 1’aide de la transformation
w — —w est équivalente pour la plaque si son poids est négligé. De plus, élever le liquide hors du
bain ou le pousser vers le bain de maniere symétrique est aussi énergiquement équivalent.
Solutions linéaires : petits déplacements

5
Avant de décrire les solutions non linéaires de ce probléme,
nous considérons d’abord le cas des petits déplacements pour

lesquelles w = sin @ ~ 8. Dans ce cas, I’équation (4.100) se
simplifie

1T
i
1
[
1
i /
[
\
|
\
\
\
\

Dw +Pw+Kw =0. (4.102)

On retrouve donc 1’équation (4.35) avec B = D, puisqu’il s’agit N 2 ]
ici d’une plaque, et P = —T puisque nous considérons une force obe? L T ]
(par unité de longueur) compressive ; ces deux quantités étant
uniformes. Comme la plaque est infinie, on peut ne pas prendre

explicitement les conditions aux bords en considération; I'in- FiGURE 4.18 - Relation (4.103)
fluence de ces dernieres seront faibles loin des bords. L’équation  adimensionnée.



138 Chapitre 4. Solides : tige, plaque et instabilités

(4.102) admet des solutions périodiques pourvu que la force de compression soit reliée au nombre
d’onde de la manicre suivante :

w(s) =Acos(gs), = |P=Dq*+Kq > (4.103)

Cette relation entre P et g est 1’équivalent de la relation entre P et k = nz/L obtenue pour un tige
(ou plaque) sans substrat, voir Eq. (4.37). Dans ce cas, les conditions aux bords empéchaient k
de tendre vers O et d’obtenir une force critique nulle. Ici, la présence d’un substrat empéche P de
tendre vers 0. En effet, la relation (4.103) montre que P(g) posséde un minimum, voir Fig. 4.18, qui
correspondra au minimum de I’énergie puisque I’énergie totale du systeme est égale au travail de la
force compressive : U = [ PdA. La valeur optimale, ¢* = 27 /A, du nombre d’onde minimisant P
s’obtient de la relation dP/dq = 0 et vaut

K 1/4 D 1/4
q*z[D} N ),:27r6527r<K> | et |P.=2(DK)', (4.104)

ol P, = P(q"*) et £ est I’échelle de longueur du probleme. Pour une force P inférieure & P, la plaque
reste plane. Lorsque P = P, cet état est instable et toute perturbation infinitésimale conduit au
flambage de la plaque qui ondule alors avec une longueur d’onde A. L’expression théorique de 4
est en tres bon accord avec les données expérimentales [12, 98] et rassemblées dans la Fig 4.19(a).
En conséquence, 1’équation (4.102) régissant la morphologie de la plaque, et obtenue a partir d’un
développement a I’ordre le plus bas du Lagrangien (4.95), rend bien compte de la physique de ce
systéme pres du seuil de flambage.

Relation avec le pendule simple

Pour décrire I’évolution ultérieure de la morphologie de la plaque, nous devons utiliser I’équa-
tion non linéaire (4.101). A premiére vue, il semble peu probable que cette équation posséde des
solutions exactes et explicites. Cependant, elle est caractérisée par de nombreuses symétries. De
simples manipulations algébriques permettent d’obtenir la valeur de w et toutes ses dérivées en
s = 0, ce qui laisse a penser que le probléme peut étre intégrable [99]. De plus, cette équation
peut étre déduite de 1’équation intégrable du pendule simple, ce qui est une autre indication du fait
que des solutions exactes peuvent exister. En effet, I’énergie d’un pendule simple, ou le temps est
formellement remplacé par la variable d’espace s, peut s’écrire sous la forme

)2 )2
U=cste=C % +4¢*(1—cos@)|, = g°cosb= % +q* - %, (4.105)

ol C est une constante assurant la cohérence des unités. La dérivée premiere de 1’énergie, dU /ds =
0, nous donne I’équation du pendule simple, 8 4 ¢*>sin® = 0, qui, dérivée deux fois, permet
d’obtenir 1’équation (4.101) apres quelques manipulations :

d> .. . .
— [6+¢*sin0] = 6 —¢’sin 6>+ g’cos® O+ [6+¢’sin6](ql*) 2,
ds —— —— ——

- '(9"+%629'+é [+ (gf®) 2] + 81;49 —0 (4.106)

ol nous avons ajouté un terme identiquement nul dans la premiere égalité (en veillant a la cohérence
des unités) et posé U = 0 dans la seconde pour étre cohérent avec le fait que nous avons posé le
hamiltonien égale a zéro, H = 0, dans notre systeme. En utilisant la définition (4.104) de ¢ et en
multipliant cette derniere relation par D, on trouve

vee 3D 5. ..
Do + 7626 +[Dg* +Kq ] 6+ Ksin6 =0, (4.107)

qui est identique 2 I’équation (4.101) pourvu que P = Dg> + Kq 2.
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FIGURE 4.19 — a. Evolution de Ia Iongueur d’onde juste au-dessus du seuil de flambage (4.104) en fonction
du rapport entre le module de flexion de la plaque et de la rigidité effective du substrat K = pg [12, 98].
b. Evolution des amplitudes centrales du déplacement de la plaque en fonction du déplacement imposé
A [12, 15]. c. Comparaison entre la solution exacte, Eqs. (4.111) et (4.92), et trois profils expérimentaux
correspondant a des déplacements A/A = 0.15, 0.30 et 0.80 [12, 15].

Solutions non linéaires : grands déplacements

Grace a ce lien entre deux systémes apparemment distincts, c-a-d une plaque flottante compri-
mée et un pendule simple, on peut construire des solutions exactes de I’équation (4.101). En effet,
nous venons de montrer qu’une solution de 1’équation du pendule simple sera une solution de I’équa-
tion (4.101). L’équation du pendule simple étant du second ordre, elle est plus simple a résoudre
que I’équation de notre probleme qui est du quatriéme ordre. En intégrant I’expression (4.105) de
I’énergie d’un pendule avec U = 0, on trouve facilement que

6(A,g;s) = darctan (Ae™?) (4.108)

ou nous placons une barre sur 0 pour indiquer qu’il s’agit d’une solution du pendule et non pas
une solution pertinente de notre probléme. Cette expression (4.108) est également une solution de
I’équation (4.101) pour tout A a condition que P = Dg? + Kq~2. 1l s’agit de solutions complexes
pour I’équation (4.101), avec des nombres d’onde complexes. En résolvant I’équation qui relie P et
g, on trouve les nombres d’onde possibles

1/4 1/2 1/2
ol Kizl{K] [Zip] zﬁlﬂ{lip} | (4.109)
2|D VDK 2 P.

‘q:ilqiiic_;

De solutions réelles exactes peuvent cependant étre construites en utilisant ces solutions
complexes. L’équation a résoudre étant non linéaire, des combinaisons linéaires des solutions
complexes ne sont plus des solutions. Néanmoins, 1’équation (4.101) est le troisiéme membre de la
hiérarchie « stationary-sine—Gordon-modified-Korteweg—de Vries » ol 1’équation de sine-Gordon
et celle du pendule simple sont les deux premiers membres [101]. Connaissant trois solutions, 6o,
61, 6,, de I’équation du pendule, on peut construire une autre solution, 8, en utilisant le principe de
superposition non linéaire suivent [102] :

tan[e_eo} :qH—qztan[el_ez]. (4.110)
4 q1—q> 4

Ces trois solutions sont obtenues a partir de I’équation (4.108) en utilisant la relation (4.109) entre
g et P, qui relie I’équation du pendule a I’équation (4.101), et en fixant la valeur appropriée pour
1’amplitude arbitraire A. Si on choisit 8y = 8(Ag = 0,q0;5) =0, 8; = 61 (A; = 1,q1 = kK —iK_;5)
et B = 0:(A; = 1,q2 = —Kk, —ik_;s) on obtient une solution symétrique 6s. Si on choisit 8y =
é()(A() = O,qo;s) =0, é] = é] (A] =1,91 =K1 —iK_;S) et éz = éz(Az =1,q9p =—K4 —iK_;S) on
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FIGURE 4.20 - Profils exacts d’une plaque infinie comprimée sur un bain de liquide obtenus a partir des
équations (4.111) et (4.92) avec L — o : a. Solution symétrique ; b. Solution antisymétrique. c. Veine de
quartz dans le I’ardoise (Trondheim, Norvége); barre d’échelle 20 cm [30]. d. Veine de quartz (Cap de Creus,
Espagne) [100].

obtient une solution antisymétrique 6y :

K_sin(K;.s)

4.111
K cosh(k_s) ( )

065 = 4arctan [

K cosh(k_s)

La substitution de ces fonctions dans 1’équation (4.101) confirme qu’elles sont effectivement
solutions. Les expressions (4.111) avec les relations (4.92) pour L — oo ainsi que la définition de
K+ (4.109) donnent 1’évolution de la forme de la plaque en fonction de la force appliquée P, voir
Fig. 4.20(a) et (b). Cette force peut étre liée au déplacement imposé A en utilisant I’équation (4.94)
avec L — oo :

1/2 1/2
AZzAP P } :mﬁxb P] ,

4.112
P (4.112)

T v DK T
ol nous avons utilisé I’équation (4.104) pour introduire A. Cette relation est vraie pour les solutions
symétrique et antisymétrique. En conséquence, la force appliquée évolue avec le confinement

suivant une loi quadratique,
P 21A)? P 21A)?
—Z—E[],ou—l—ﬂ[]. 4.113)

Finalement, on peut facilement calculer I’évolution de I’amplitude au centre de la plaque en fonction
du déplacement imposé en utilisant les équations (4.92) et la solution (4.111). Pour la solution
antisymétrique, cette amplitude est évidemment nulle. Pour la solution symétrique, on obtient :

0 A P17 A
A:/ infgds=— |2— — =—. 4.114
0 sin O ds n[ \/DiK} ( )

Méme si cette solution exacte a été obtenue dans le cas idéal d’une plaque infiniment longue, le pli
final est une déformation localisée qui devrait étre indépendante de la taille du systeme. Ceci est
illustré par la Fig. 4.19(b), ou I’évolution expérimentale de I’amplitude des deux rides centrales, Ag

—oo
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et A, pour les plaques finies [12] est comparée a I’évolution prédite par la solution exacte obtenue
pour une plaque infinie. Dés que le pli central commence a se former (A/A 2> 0.3), ’accord est
remarquable. La Fig. 4.19(c) montre une comparaison entre les profils expérimentaux et théoriques
confirmant que 1’approximation d’une plaque infinie donne une description satisfaisante de la
morphologie pour des plaques de longueur finie. Finalement, la Fig. 4.20(c) et (d) montre une
comparaison qualitative avec certains motifs géologiques (veines de quartz). Le lecteur intéressé
par I’étude des plis géologiques pourra consulter, par exemple, 1’article [30].
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La mécanique des milieux continus requiere I’ utilisation de quantités scalaires comme la masse
volumique ou la pression, de quantités vectorielles comme la position ou la vitesse et de quantités
tensorielles comme le tenseur de déformation ou des contraintes. Un scalaire peut étre vu comme
un tenseur d’ordre O, un vecteur comme un tenseur d’ordre 1 et un tenseur, tel qu’utilisé dans
ce cours, comme un tenseur d’ordre 2. Notons qu’un tenseur n’est pas limité a ’ordre 2. Par
exemple, la généralisation au matériaux anisotropes comme les cristaux de la loi de Hooke (qui
relie le tenseur des contraintes T au tenseur des déformation €) introduit un tenseur d’ordre 4, le
tenseur des constantes élastiques [elastic modulus tensor], ou tenseur des rigidités [stiffness tensor] :
T;j = Ciju€r- En géométrie différentielle, le tenseur de Riemann—Christoffel, qui permet d’exprimer
la courbure des variétés riemanniennes, est une tenseur d’ordre 4 qui joue un rdle important dans la
formulation mathématique de la relativité générale. Dans cette annexe, nous rappelons quelques
propriétés et relations impliquant des vecteurs et des tenseurs.

Vecteurs

La norme et la direction d’un vecteur ne dépendent pas du systeéme de coordonnées utilisé.
Cependant, pour le calcul, il est plus pratique de décrire un vecteur par rapport a un systeme de
coordonnées. Pour cela, nous dotons notre systeme de coordonnées de vecteurs de base unitaires
(e1,ez,e3) le long des axes de coordonnées. Tout vecteur peut alors étre décrit en termes de ses
composantes par rapport aux vecteurs de base : v =vie; +vye; +v3e3 ol vy, vy et v3 sont les
composantes du vecteur v par rapport a la base choisie, voir Fig. A.1(a). On utilisera parfois la
notation (ey, ey, e;) pour les vecteurs de base et (vy,vy,v;) pour les composantes d’un vecteur qui
est une notation plus explicite mais moins commode pour écrire des sommations.

Opération sur les vecteurs
Sommation
La sommation de deux vecteurs s’effectue géométriquement par la construction habituelle, voir
Fig. A.1(b). En termes de composantes, la sommation s’effectue composante par composante :
3 3
u+v= uiei—l—Zviei =uje;t+vie; = (u,-+v,~)ei, (A.1)

i=1 i=1

ou la sommation implicite sur les indices répétés a été utilisée.
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vV:.C

b

\ ¢

A 4

FIGURE A.1 - a. Construction de Cauchy ; dS; est I’aire de la face normale a la direction e;. b. Cube infini-
tésimal construit sur les axes de coordonnées et représentation des composantes du tenseur des contraintes. c.
Elément de surface bidimensionnel.

Produit scalaire
Le produit scalaire entre deux vecteurs est un scalaire défini par la relation

u-v = |ul|v|cosO(u,v), (A.2)

ol 6 est I’angle entre les deux vecteurs et |u/, |v| sont les normes des vecteurs, voir Fig. A.1(c).
En utilisant la loi des cosinus (théoréme de Pythagore généralisé), on peut encore écrire que
[ul? + |v]> = |u —v|> +2|u||v|cos B(u,v) et donc que

1
u‘v:§(|u\2+]vlz—|u—v|2). (A.3)

De la définition (A.2), on déduit que le produit scalaire entre deux vecteurs est nul s’ils sont
orthogonal (6 = 7/2). De plus, le produit scalaire d’un vecteur avec lui-méme (6 = 0) donne
le carré de la norme du vecteur : v -v = |v|>. On déduit également que le produit scalaire est
commutatif (u-v = v - u) et qu’il s’agit d’'une forme bilinéaire :

w-(au+fv) =a(w-u)+ pB(w-v), (A.4)

ol o et B sont des scalaires. Grace a la définition (A.2) et ses propriétés, on peut également calculer
un produit scalaire a 1’aide des composantes des vecteurs :

UV =1Uue; -vjej = uivj(ei . ej) = uing,‘j = u,‘Vj 5,‘]' = U;vi, (AS)

ol §;j est le symbole de Kronecker : 6;; = 1 si i = j et §;; = 0 si i # j. Pour obtenir la relation
(A.5), on supposé que les vecteurs de base étaient orthonormés. Dans ce cas, la métrique g;; ne
contient que des éléments diagonaux égaux a 1 (g;; = 6;;). Suivant le systéme de coordonnées
choisis, ce n’est pas toujours le cas.

Le produit scalaire permet également de calculer la composante d’un vecteur le long d’une
direction donnée comme montré sur la Fig. A.1(c). Soit v un vecteur et nn un vecteur unitaire qui
n’est pas nécessairement colinéaire avec un des vecteurs de base. Alors, v - n donne la composante
de v le long de n. En effet, soit abc le triangle rectangle construit a I’aide des vecteurs v et n comme
montré sur la Fig. A.1(d). Soit un second vecteur unitaire 1 pointant dans la direction bc. Soit ¢
et B3, les longueurs des segment ab et bc respectivement. Le vecteur joignant a et b est on et le
vecteur joignant b et ¢ est Bm. On ade plus que v =an+fm.Doncv-n= (an+pfm) n=qa
puisque -1 = 1 et n-m = 0. En particulier, si n est un vecteur de base, le produit scalaire donne
la composante du vecteur le long de cet axe : v-e; =v;e;-e; =v;.
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Produit vectoriel
Le produit vectoriel de deux vecteurs w et v est antisymétrique et donne un vecteur orthogonal
a ces derniers (Fig. A.1(e)) :

w=uxv=—-vXxu, et |w|=|ul||lv|sind(u,v). (A.6)

La norme de w est donc égale a I’aire du parallélogramme construit sur w et v. Le sens de w est tel
que la base (u,v,w) est de sens direct (régle de la main droite). Le produit vectoriel est également
une forme bilinéaire :

w X (au+ fv) = a(w xu)+ f(w x v). (A7)
De la définition (A.6), on déduit que
e Xey=e3, e)xXxe3=e;, e3xe =e :>e,~><ej:8,-jkek, (AS)

ol & j est le symbole de Levi-Civita : & = 1 si {i, j,k} pour une permutation paire de {1,2,3},
&jx = —1si {i, j,k} pour une permutation impaire de {1,2,3} et & = 0 si au moins deux indices
sont égaux. Le produit scalaire peut alors s’exprimer a partir des composantes des vecteurs comme

w=UXvV= (M,'e,') X (vjej) = u,-vj(el- X ej) = &ijkUivj €. (A9)

De ce qui précede, on en déduit que le scalaire (u X v) - w correspond au volume du parallélé-
pipede construit a I’aide de ces trois vecteurs, voir Fig. A.1(f). En effet, ce volume vaut V = Bh ol
B est I’aire de sa base et & sa hauteur. L’aire de sa base vaut simplement B = |u X v| alors que sa
hauteur est donnée par la projection de w sur une direction perpendiculaire a la base. Le vecteur
unitaire pointant dans cette direction est n = (u X v)/|u X v|. Dés lors, on a h = w - m. On obtient
alors que V = (u x v) - w. Notons que ce produit mixte peut encore s’écrire comme

(’U, X ’U) CW = & jk UiV jW. (A.IO)

Tenseurs

Nous avons déja remarqué que les positions étaient classiquement décrites par des vecteurs
dans un espace euclidien a trois dimensions, muni du produit scalaire habituel. Il en va de méme
pour les forces, les vitesses et les accélérations. Venons-en a la définition d’un tenseur (du deuxieme
ordre).

Définition A.2.1 — Tenseur du 2™ ordre (A). Un tenseur du deuxiéme ordre est une applica-
tion linéaire qui transforme un vecteur en un autre vecteur du méme espace.

On voit d’apres (1.33) que le tenseur des contraintes 7 répond bien a cette définition : a chaque
direction m, il associe une contrainte o et ce, par le biais d’une transformation linéaire.

Regardons maintenant comment un tenseur se comporte lors d’un changement de base. Les
composantes d’un vecteur varient selon la base choisie. On a, par exemple, pour les vecteurs
contrainte et normale d’un élément de surface,

o = oje; = Oje; et n = n;e; = niey, (A.11)

ol (e}, ez, e3) et (€], €5, e}) sont deux bases, la premiere étant supposée orthonormée. En effectuant
le produit scalaire des deux membres de la premicre équation (A.11) avec e, on obtient le lien
entre les deux représentations d’un vecteur :

Gi(e,--ej) :G;(eg‘ej) = Oj= (e;‘ej)Gi/EGijGil = e;:G,-jej, (A12)
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ol on a utilisé e; - e; = §;; et o la derniére relation a été obtenue en remplacant 1’expression de
o; obtenue ci-dessus dans la premiere équation (A.11). Ces relations peuvent étre inversées pour
obtenir

6],' = P,'jG[, et e = P,,e; (A.13)

La matrice (G;;) = (P,;)~! = (e}- e;) est la matrice de changement de base.

» Exemple A.1 — Changement de base a 2D. Déterminer I’expression du vecteur v = e +2e»
(v1 = 1, v» = 2) dans une nouvelle base définie par

/ /
e =e;+e, e, =2 +3es.

A T’aide de la définition de la matrice G, on obtient

(11 B e (1 1\ /(e
G= <2 3> avec det(G)=1 et (6,2) = (2 3) <ez>

ol on considere les vecteurs de base comme un vecteur colonne et les composantes d’un vecteur
comme un vecteurs ligne. On a donc finalement

P:G1:<_32 ‘11> o () v)=(n w) (_32 ‘11):(_1 .

Et donc v = vie, = —e| + €. =

Nous pouvons maintenant nous intéresser au tenseur de contraintes, par exemple. Les nombres
T;; apparaissant dans (1.33) sont la représentation de 7 dans une base donnée. Voyons comment se
transforme cette représentation lors d’un changement de base. Quelle que soit la base, on a 0 = Tn.
On a donc d’une part, 6; = T7;;n; et, d’autre part, o; = 7;,n,. On peut donc écrire successivement

T/Qz";z = 012 = Py0; = Pytijn; = ikTingjan- (A.14)
Comme cette relation doit &tre vraie Vn, on en déduit

Tl = PatijP; (A.15)
Notons que si la base €’ est également orthonormée, on a de plus que

pl=pl =g, (A.16)

Dans ce cas, la relation (A.15) se réduit a

Ty = PaTijPje, (A.17)

oll encore, en notation matricielle, T = P TP = GtG” . Cette relation, trés importante, permet de
reconnaitre un tenseur du deuxiéme ordre. Elle peut aussi servir de définition équivalente d’un
tenseur :

Définition A.2.2 — Tenseur 2éme ordre (B). Un tenseur du deuxieme ordre est un ensemble de
9 nombres qui se transforment par un changement de base selon la formule (A.17).

Cette seconde définition a I’avantage de se généraliser facilement. Un tenseur d’ordre n est un
ensemble de 3" nombres A; j... (n indices) qui se transforment par un changement de base selon la
formule A),,, = PuwPjnPro - ..Aiji... La formule fait intervenir la matrice (P;;) autant de fois qu’il
y a d’indices et, bien sfir, la convention de sommation sur les indices répétés est sous-entendue.
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A.3 Remarques et relations utiles

A.3.1 Remarques
— Le symbole d’un indice répét€ est libre : A;jx.. Bpgk... = AijC~--quC-~-
— Une lettre en indice ne peut apparaitre plus de deux fois : AyB xCi est une expression
incorrecte. Une expression correcte pourrait étre AyB jxCyr ou AyB j;Cy ou Ay B jCyy.

a z b z o c z
> e,
€, €y
" Y
€4 (SN e/' € AR ) (3(}
g’z/ g!/ ?'/
€z Y €z Y €z Y
/"
@ p
1 X L

FIGURE A.2 - a. Coordonnées cartésienne b. Coordonnées cylindriques. ¢. Coordonnées sphériques.

A.3.2 Opérateurs différentiels

Les expressions des opérateurs différentiels usuels (gradient, divergence, rotationnel, laplacien)
peuvent s’obtenir dans n’importe quel systeme de coordonnées [103]. Nous donnons leurs expres-
sions ci-dessous uniquement dans les trois systemes de coordonnées les plus couramment utilisés
ou les vecteurs de base sont supposées avoir été normés.

Définition A.3.1 — Gradient. Soit ¢(x) un champ scalaire différentiable. Le gradient d’un
champ scalaire donne un vecteur qui s’écrit comme :

- 29~ d¢  I¢
Cartésiennes : V¢ = Iy & ex+ a— e, + 761,
o d 10
Cylindriques : V¢ = ¢ e+ - 82 —i—aq;ez,
8(]) 1 8(1) 1 d¢

Sphériques : V — ey,

pherd 0=t 96% ine 0
ou les coordonnées cylindriques sont telles que x = rcos @, y = rsin ¢, z = z et les coordonnées
sphériques sont telles que x = rsin 6 cos @, y = rsin 8 sin ¢, z = rcos 8, voir Fig. A.2.

Définition A.3.2 — Divergence. Soit f(x) un champ vectoriel différentiable. La divergence
d’un champ vectoriel donne un scalaire qui s’écrit comme :

Cartésiennes : V- f = — 4+ —+ —,
X Z

Cylindriques : V- f = ia(arf ) i aa{;’ aaf;z

i e LORR) 1 O(fesing) 1 3
Sphel‘lqlleS-V'f—}Tz or rsin® 96 rsin@ do
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Définition A.3.3 — Rotationnel. Soit f(x) un champ vectoriel différentiable. Le rotationnel
d’un champ vectoriel donne un vecteur qui s’écrit comme :

af: 9fy ofe _9df
dy 09z et 2z ox )€

€,

Cartésiennes : Vx f = ( (8fy - M) €; = &jk ofi

dx dy . ij

. . . _ 1afz af(p afr afz 1 a(rf(P) afr
Cylindriques : Vx f = (ra(p_az e+ 32 ar e(p+; 5 90 e,
. ) 1 d(fpsin®) dfy L[ 1 df, d(rfy)
Sphériques: Vx f = in® { 50 8([)} +; Lmea(p_ o ]ee.
1 [d(rfe) Jf:
7 [ or 20

Définition A.3.4 — Laplacien (scalaire). Soit ¢(x) un champ scalaire différentiable. Le
Laplacien d’un champ scalaire donne un scalaire qui s’écrit comme :

9’9  9*¢ I
L. 2
Cartésiennes : V°¢ = 2 + 9y2 + 02’
99\  19% 9%
Lo .24 L9 el AT 4
Cylindriques : V°¢ = - 8r ( 8r> + 2 9¢? + 972’
iy 29\ 1 A W B
2 277 S 2a92
Sphériques : V°¢ = rz or <r 8r> t 25n0 00 <Sm989> * r2sin”> 0 9@

Notons que le Laplacien s’écrit parfois comme A au lieu de V2.

Définition A.3.5 — Laplacien (vectoriel). Soit f(x) un champ vectoriel différentiable. Le
Laplacien d’un champ vectoriel donne un vecteur qui s’écrit comme :

Cartésiennes : V> f = (V2f)e.+ (V2fy) e, + (V2 f.)e.,

oo fr 29dfp f(p 2 9f,
Cylindriques : V2f = [szr BT e+ |Vifp— 2+ 290 ep+[V2f] e,
- o2e_ |lw2e 2fr 2 d(fesin®) 2 8f(p
Sphériques : V°f = [V fr r2  r2sin@ 06 ~ r2sinf d@
fo 2df, 2cosb af(,,]
V2 £ — L9 2T 9
i [ o e T30 sinle 99 |

fo 2  df, 2cosH afg]

V2, - 9Ir  2CO8Y 9]0
+[ fo r2sin29+r28in99¢+r2sin29 e

Ces expressions peuvent s’obtenir a partir de la relation : V2f = V(V- f) = Vx(V x f).
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Nous donnons ci-dessous quelques propriétés générales de ces opérateurs. Soient ¢ (x) et y(x)
deux champs scalaires différentiables, soient f(x) et g(x) deux champs vectorielles différentiables :

— V(@+y)=Vo+Vy; V(py)=9Vy+yV9.
— V(£9)=(F-V)g+(g-V)f+Fx(Vxg)+gx(Vx]).
— V(0f)=¢V-f+f-V¢; V(fxg)=g (Vxf)—f-(Vxg); V(Vxf)=0.
— VX(@F)=0(Vx )+ (Vo) x f: VX (Vxf)=V(V-f)-V>f.
— Vx(fxg)=fV-g—gV-f+(g-V)f-(f-V)g: Vx(V¢)=o.
— V2(oy) = 9Viy+2(V9) (V) +yV39.
A.3.3 Relations entre vecteurs
—ax(bxe)=bla-c)—c(a-b); (axb)xc=bla-c)—a(b-c).
— a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb).
— ax(bxc)+bx(exa)+ex(axb)=0.

A.3.4 Théoremes intégraux

Théoréme A.3.1 — Théoréme de Green. Soit p et g deux fonctions continument diffé-
rentiables (C!) sur un ouvert de R? contenant S. Soit S 'intérieur d’un chemin fermé I’
paramétré dans le sens antihorlogique. Alors I’intégrale de contour du champ de vecteurs
f(x) = p(x,y)ex+q(x,y)ey vaut

f1(@)-ae= fonaes aean = [ (5257 ) v (A18)

Ce théoreme est également connu sous le nom de théoreme de Green-Riemann.

Théoreme A.3.2 — Théoréeme de Green-Ostrogradski. Soit f(x) un champ de vecteurs
continument différentiable sur un ouvert de R3 contenant V et n le vecteur normal unitaire
extérieur de la surface fermée S délimitant V, alors

/VVf(ac) da::/Sf(a:)-ndS. (A.19)

Ce théoréme est également connu sous le nom de théoréme de Gauss ou de la divergence.

En remplagant f () par certaines formes spécifiques dans (A.19), on peut obtenir d’autres variantes.
Par exemple, en replacant f(x) par ¢ X f(x) avec ¢ un vecteur constant, on obtient

/Vv-[cxf(az)] d:c:/s[cxf(:z:)}-ndS.

En utilisant les relations rappelées dans les Sections A.3.2 et A.3.3, on obtient

| 1 planae| = | [ir(@) xmas) e

ol on a sorti le vecteur constant des intégrales. Comme cette relation doit &tre vraie pour tout ¢, on
obtient finalement

/ Vx f(@)]dz = / i x f(z)]ds. (A.20)
\% S



152 Chapitre A. Rappels et relations utiles

Théoreme A.3.3 — Théoréeme de Stokes. Soit f(x) un champ de vecteurs continument
différentiable sur un ouvert de R? contenant S et I". Soit S une surface ouverte limitée par un
chemin fermé I" parcouru a gauche suivant la normale extérieure n de S (régle du tire-bouchon),
alors

/[fo |-mdS= jff (A21)

Ce théoreme est une généralisation du théoréme de Green dans le cas ou S est une surface
non-plane. Il est également connu sous le nom de théoréeme de Kelvin-Stokes.

Tout comme le théoreme de Green-Ostrogradski, on peut obtenir d’autres variantes du théoreme de
Stokes en remplacant f () par certaines formes spécifiques dans (A.21). Par exemple, en replagant
f(x) par ¢ x f(x) avec ¢ un vecteur constant, on obtient

/[VX(cxf(x))]-ndS:]f(cxf( ) tr df = }{ ) x tr)-cde,
s r
ou tr est le vecteur tangent unitaire le long du chemin I" et ot on a utilisé la formule de permutation

(Section A.3.3). En utilisant, la formule du rotationnel d’un produit vectoriel (Section A.3.2) et en
tenant que ¢ est un vecteur constant, on trouve

[1e9-5~(e-9) 5 mas=ec. [/S[H(V-f)—(vf)-n} ds} - M(fxtr) de}

Comme cette relation doit étre vérifiée pour tout vecteur ¢, on obtient

(V- £(@) = (V1(@) n)as = § (F(@) xtr) dt (A22)

ou [(Vf(x)) n); = (df;/dxi)n;. Choisissons maintenant f(x) = y(x)n. On vérifie facilement

sur un petit schéma que n X tr = —nr ol nr est le vecteur normal unitaire extérieur au chemin I
On a donc

_ ]{ ——— / (n(V-yn) — (Vyn)-n] dS
r S
= /[n(yV~n—|—n-Vj/) —Vy(n-n)—yn-Vn|dS
s
Si maintenant on restreint V7 a étre tangent a la surface S (comme c’est le cas si y est la tension

superficielle) alors - Vy = 0. De plus, commen-n=1etn-Vn=V(n-n)/2=V(1)/2=0,
on obtient finalement

7{ ynrdl = / [Vsy—ynV-n]dSs, (A.23)
r S

ou un indice § a été ajouté au gradient de y pour se souvenir que celui-ci doit étre calculé le long de
lasurface S: Vg=V —n(n-V).

A.3.5 Relations diverses
— &jk€itm = Oj¢Okm — OjmOke s €ijkEije = 20k

— Déterminant : det(a;;) = &jxa1iazjaz; det(AB) = det(A)det(B); det(A™!) = [det(A)]!;
det(AT) = det(A).
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Tr(A); Tr(AB) = Tr(BA).

— Changement de base : une matrice A, se transformera comme A’ = P~!AP. Son déterminant
est donc inchangé : det(A’) = det(P~!)det(A) det(P) = det(P)~!det(A) det(P) = det(A). Sa
trace est aussi invariante : Tr(A’) = Tr(P~'AP) = Tr(P~'PA) = Tr(A).

A.4 Equations en coordonnées curvilignes
=Tr(A)+Tr(B); Tr(aA) =

— Trace : Tr(A+B) aTr(A); Tr(AT) =

Equations en coordonnées curvilignes

Nous donnons dans cette Section les expressions de la conservation de la masse et de I’équation
de Navier-Stokes pour un fluide incompressible ainsi que les expressions des tenseurs des déforma-
tions infinitésimales et taux de déformation dans les systeémes de coordonnées les plus couramment
utilisés.

Coordonnées cartésiennes

Conservation locale de la masse en coordonnées cartésiennes

vy
dx

va
dy

av,

Vo= 97

=0. (A.24)

‘
N
N

Equation de Navier-Stokes en coordonnées cartésiennes

%_1_ %_1_ %4_ %- _ _a_p+ 'ava aZVx Iy
o P ox Ty TV | TPE T TH G2 T e Tz |
vy vy vy 8vy ap [0%v, 9%, %y,
p[az Ty Ty g | TR T TR e o Tz )
av, av, 8vz av.] op 0%y, 0%y, 0%,
p |: 81‘ + Vx a + y a + Z az ng (92 +,u i axz ayz azz . (A25)

Tenseur taux de déformation en coordonnées cartésiennes

o — dvy o — vy B %
xx—axa yy—ay’ zz—az’
vy | Oy, ~ dve Oy, _dvy Iy,
=5 T oy T g T T oy (420

Vu les définitions (1.20) et (1.23) du tenseur des déformations infinitésimales et du tenseur taux
de déformation, on obtient les relations pour le premier tenseur en substituant v — € et v; — u;
dans les relations du second tenseur. Le tenseur des contraintes s’obtient alors directement de ces
relations a 1’aide des relations constitutives (2.30) pour les fluides newtonien incompressibles et
(2.45) pour les solides hookéens.

Coordonnées cylindriques
Conservation de la masse

On obtient I’expression locale de la conservation de la masse pour un fluide incompressible
simplement en utilisant 1’expression de la divergence en coordonnée cylindrique rappelée a la
Section A.3.2.
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Conservation locale de la masse en coordonnées cylindriques

19(rv,) 41 1dvy 4oV v,

V.v:r ar rde 9z

(A.27)

Equation de Navier-Stokes

Pour obtenir I’expression de I’équation de Navier-Stokes en coordonnées cylindriques, on doit,
d’une part, utiliser les expressions du gradient et du laplacien vectoriel rappelées a la Section A.3.2
et, d’autre part, exprimer le terme d’advection dans ce systeme de coordonnées. On peut remarquer
que les opérateurs différentiels gradient, divergence, rotationnel et laplacien scalaire ne font
intervenir que des dérivées du champ scalaire ou vectoriel en coordonnées cartésiennes, cylindriques
et sphériques. Par contre, le laplacien vectoriel ainsi que le terme d’advection, comme nous le
verrons, contiennent des contributions du champ lui-mé&me en plus de ses dérivées. Nous n’entrerons
pas dans les détails ici, lecteur intéressé pourra consulter un ouvrage consacré a ces questions [103,
104], mais nous voulons néanmoins discuter brievement ce point en rappelant quelques idées afin
d’entrevoir la raison conduisant a 1’apparition de ces termes.

Considérons un vecteur quelconque v défini par ses composantes contravariantes ¥ en un
point P dans le repere naturel &; d’un systéme de coordonnées curvilignes : v = V'&;, ot les barres
indiquent simplement qu’il ne s’agit pas des composantes physiques qui sont obtenues lorsque
les vecteurs de base sont normés et que toutes les composantes du vecteur ont donc les mémes
unités (voir ci-apres). Lorsqu’on se déplace d’une quantité infinitésimale da dans un systeme de
coordonnées curvilignes, les composantes du vecteur varient en général, mais aussi le repere naturel
puisqu’il dépend de la position. On a donc dv = di'é; + ¥ dé;. Le second terme, appelé parfois
terme convectif, est nul en coordonnées cartésiennes puisque les vecteurs de base égc) ne dépendent
pas de 1’endroit ol on se trouve et ol (¢) est utilisé momentanément pour éviter les confusions entre
coordonnées curvilignes et cartésiennes. Cette variation des vecteurs de base peut évidemment
s’écrire comme une combinaison des vecteurs de base eux-mémes, d€; = dw;éi, de sorte que

dv = (dv' +/ dwi-)éi. Les quantités dwlj dépendent du déplacement effectué : dw; = ;k dx* ou
r ;k sont les symboles de Christoffel (Elwin Bruno Christoffel, 1829-1900). On peut donc écrire

l
dv = (3 - +T kvj> ik é; = (Vi) dib é;. (A.28)
L’expression entre parenthese est la dérivée covariante. On constate donc que la variation des
vecteurs de bases avec la position introduit un terme « correctif » a la dérivée ordinaire qui est
proportionnel au champ de vecteurs lui-méme et non a sa dérivée. Il ne sera donc pas étonnant de
voir apparaitre ce type de terme dans certains opérateurs différentiels.

Connaissant le changement de coordonnées xé )= xé )(xj ), les vecteurs de base sont obtenus

a partir de la relation é; = (8x / dx/)e;”. Le tenseur métrique est alors obtenu en effectuant
le produit scalaire des vecteurs de base : g, j = €; - €;. En différenciant cette relation, on obtient
dg,‘j = déi'éj-l-éi' déj et donc

Ogij e = (Tjep-€;+The-e)d = gy =Thgr+T g

En permutant les indices de cette derniere relation, on peut en obtenir deux autres. En combinant
ces trois relations, on peut isoler le symbole de Christoffel et obtenir son expression en fonction du
tenseur métrique :

1
sz = 5 (8l-gkg + gt — Agik) » F szv
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ol g/* sont les éléments de la matrice inverse (g jg)_l avec gisg'l = Sij . La métrique étant constante
en coordonnées cartésiennes, les symboles Christoffel sont tous nuls et la dérivée covariante
coincide avec la dérivée ordinaire.

Il est d’usage en physique d’utiliser les composantes physiques des vecteurs et tenseurs puis-
qu’alors toutes leurs composantes ont les mémes unités. Les vecteurs de base sont normés de
la maniére suivante : e; = €;/|&;| = &;//gii (sans sommation sur i). Pour qu’un vecteur ne soit
pas modifié par ce changement de norme, on doit avoir v = V'é; = v'e; = v'é;/,/gi;- Si de plus
le systeme de coordonnées est orthogonal, comme c’est la cas pour les coordonnées curvilignes
usuelles, on a g;; = 0 pour i # j et donc g;; = 1/g" (sans sommation sur i). Par conséquent, les
composantes physiques d’un vecteur sont : v; = V', /g;; = \7,-\/? (sans sommation sur ). Vu cette
égalité, la position des indices n’a pas d’importance pour les composantes physiques et ils sont
habituellement placés en bas. De méme, pour un tenseur A d’ordre 2, les composantes physiques
sont données par A;; = Al V3&8ii&jj = A,-j, /gliglJ (sans sommation sur i et ).

Nous pouvons maintenant calculer le terme d’advection en coordonnées cylindriques. C’est le
seul que nous calculerons en détail. Le lien entre les coordonnées cartésiennes et cylindriques est

X=rcosQ; y=rsinQ; z=z.
Les vecteurs de bases sont
€, =cosQe;tsinQe,; €y,=—rsinQe,+rcosQe,; €;,=e;

ol nous n’avons plus indiqué (c¢) pour les vecteurs de bases cartésien puisqu’il n’y a pas de
possibilité de confusion ici. On constate donc bien que les vecteurs de bases non normés ci-dessus
(€, et &y par exemple) n’ont pas les mémes unités. Nous passerons aux composantes physiques
ci-dessous. Le tenseur métrique est obtenu en effectuant le produit scalaire entre les vecteurs de
base et les seuls symboles de Christoffel non nuls sont :

1 00 1 0 0 .
g=(0 2 0): g'=[0 r2 0f: Thy=-n Cor =Tl =—.
0 0 1 0 0

Le terme d’advection est donné par :

(v-V)v=(7"V,i/)e; = (di/ + T 7)é; = [\/%} (a,- [\/vgjj} +1Y [\/V(%D Vaijej, (A29)

ou il n’y a pas de sommation sur les indices répétés du tenseur métrique et ou la deuxiéme
égalité correspond a I’expression du terme d’advection en composantes physiques. Calculons la
composante e,. On a successivement en tenant compte des symboles de Christoffel non nuls

o[ ] ] v ] s )

Vy V(p Vs V(p " Vq)
[\/8”} vE8oo NI V&ool "1 \/Zee
2
Y v
= vrarvr + 7q)a(pvr + Vzazvr - T(P




156 Chapitre A. Rappels et relations utiles

Calculons encore la composante e, du terme d’advection :

to-9ter= ) (3] g + % ) v
= (o B0 [l > B2+ )2

bl Tt L)
\/87 8oo 8oo \/87
= <Vrar |:v7(p:| (pa(pV(p + — a V(p +2V(pvr) v,

VoVr

== VrarV(p + Ta(PV(P + VZaZV(p +

La derniere composante se calcule de maniere similaire.

En utilisant I’expression du terme d’advection avec les expressions du gradient et du laplacien
vectoriel en coordonnées cylindriques, voir Section A.3.2, I’équation de Navier-Stokes s’écrit pour
chaque composante :

Equation de Navier-Stokes en coordonnées cylindriques

v, V2| ap . v 29v,
Plar TV —Pg"aﬁ”[”"rz‘,aa(p]’
v (pvr 18p ) o 2 0dv,
p|:a +v- V(P+ _pg(P a +.u |:V V(P 7+ﬁa¢ )
P T P
P[avt“rv'sz =P8~ 7p+uV2vz, (A.30)

ot le seul symbole non explicité, V2, est le laplacien scalaire en coordonnées cylindriques. Nous
avons également utilisé la notation

9f Yol L, o (A31)
r r

pour éviter d’écrire plusieurs fois le méme opérateur différentiel. Il s’obtient formelle en effectuant
le produit scalaire entre v et Vv; écrit en coordonnées cylindriques avec des vecteurs de base
normés.

Tenseur taux de déformation

Si le vecteur v de la définition de la dérivée covariante (A.28) est le champ de vitesse eulérienne,
alors on voit que le tenseur des gradients de vitesse est naturellement donné par la dérivée covariante
du champ de champ de vitesse. Le tenseur taux de déformation est alors donné par

1 _ —
E(V,Vj—i-v]‘vi), ou V,‘ijaiﬁj—r;{jﬁk et vij:vijvg”gfl,

’l_),‘ =
ol v;; est le tenseur exprimé en composantes physiques et ou il n’y a pas de sommation sur les
indices répétés du tenseur métrique. Le signe négatif précédent le symbole de Christoffel dans
I’expression de la dérivée covariante provient du fait qu’elle est calculée sur les composantes

covariantes d’un vecteur.
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En effet, & - €; = g*é&; - &; = ¢*gi; = &i. Donc, dé'-e; = —¢&' - de; = —T", d'e’ - & =
—F;kdxk. Mais le vecteur dé’ est une combinaison des vecteurs de base : dé' = Q}é*. Ces co-
efficients Q, s’obtiennent via le produit scalaire dé' - &; = Q; = —F;k dx*. Donc, dé' = Q;éj =
—F; " dx*é&/. Grace a cette relation, on peut maintenant calculer la différentielle d’un vecteur exprimé
dans la base duale : 4o = dv;é’+7;dé' = dv;&’ — 7;I, dike/ = (9v; — 7,17 )€ dxk = (V) &’ dak.

Le tenseur taux de déformation en composantes physiques est donc donné par

Vi y ——
S|y o] ) v a

Lo v
Y= (al [\/g”' Vet Vg

Calculons par exemple Vg €t Vg :

+9;

Vi 1 aV(p Vr

_1 Vo Vo " 00
Yo =3 (a“’ o) o | 2 [m])g T

—1 _V(P _Vr — k Vk rr (p(p—l 18\4 %_V_(p
”"P‘z(a’[m]”‘”[m] ”"*’[\/FDV“ 2o T )

Les autres composantes se calculent de maniere similaire.

Tenseur taux de déformation en coordonnées cylindriques

o2 e 1dve e Ov:
o <P(P_ra(p ,? zz—aza
1dv, dvy vg dv,  dv, 1dv, dvg
W=y 2o Yo gy D P gy, =22y DY A33
Ure r8(p+3r r Ure 8z+8r Vgz r8(p+8z ( )

A.4.3 Coordonnées sphériques

Conservation locale de la masse en coordonnées sphériques

1 8(r2v,) I 1 a(VQ sin 9) 1 8& N
r2  odr rsin 90 rsinf dQ

0. (A.34)

v, véJrv%- ap 5 2 dvg 2 dvy 2v.  2cotB
N r = r— 5 V r oA 9 - AN T T T )
p [ ot to- Wy r Pe&r=5, +”{ "T2790 T Psing do r? r2 Ve}
dve VoVr V?pCOte_ 1dp ) 2cos6 dvy 2 Jv, Ve
20 4y Yovr 0777 —pge—— 2L 4 [V2rg— Zo | 2oV A
P ot +o-Vve+ r r P 8o roo tH ve 2sin?@ do 2 d¢  r2sin?0 ]’ (4.35)
vy ViVg  VevecotO ] 1 dp ) 2  dv, 2cosB dvg Vo
had’s . e L Ter6r T - Z7 v had 7ve _
P { Jt AR r + ro | P8~ Gno e TRV Vet r2sinf 9@ 2sin*0 ¢ r2sin’6 |’

ot le seul symbole non explicité, V2, est le laplacien scalaire en coordonnées sphériques. Nous
avons également utilisé la notation

If ved9 | ve 39

vV = et 90 T rsinf ag’

(A.36)
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pour éviter d’écrire plusieurs fois le méme opérateur différentiel. Il s’obtient formelle en effectuant
le produit scalaire entre v et V'v; écrit en coordonnées sphériques avec des vecteurs de base normés.

Tenseur taux de déformation en coordonnées sphériques

o — v, - 1 dvy vecoth P 1 dvg N av,
T 9r” %7 rsin® do r T 90 o
1 dv, dvg v dvg ve 10v,
20,9 = — -, 2V = ——F
" rsin@de ' or r’ T r + roe’
2000 = 1dvy  vecotf 1 dvg

r do F Tisine 00" (A-3D)




Nous présentons ici une étude faiblement non linéaire des vagues en eau profonde pour obtenir
les équations (3.36a) et (3.37) par la méthode des échelles multiples.
Nous reprenons I’étude de vagues modélisées par

Vi =0, pour z<h(x,z) (B.1)
¢ vk 1 > . 09 Jh 99 dh B
E+gh—?+§|v¢| =0, 8—2—54—55, pour z=h(x,t). (B.2)

Avant de résoudre ces équations, exprimons-les sans dimension. Comme nous voulons décrire des
ondes, il est naturel d’utiliser la pulsation @ et le nombre d’onde k comme base de renormalisation
des variables. Posons

d d Jd d d d
_ _ Y — R _ = —_—
kx=x, kz=z7, ot=t = <8x78z> k(&x”&z’)’ > wat" (B.3)

De la sorte, un profil typique de vague, cos(kx — @r) s’écrit simplement cos (x' —¢’). Disposant des
unités de longueur et de temps, nous déduisons 1’unité de vitesse @/k. Ecrivons donc

0(a) = G020, o) = WD) B4)

A I'intérieur du fluide, nous gardons, en variables réduites,

32 / 92 /
8):?2 + a;,')z =0, 7 <H. (B.5)

et, en surface, nous obtenons :

A

0 d9 g, v ki @1 o ®d9' @I  ©d¢ I
P T e E R e LA B N o =l i r P e
1+
c-a-d
9 gy T Lggp_g 99 _ O 0 ©6)
s HaIVOT=0 Gy = o T o o :
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ol n’apparaissent plus que les nombres sans dimension (a vérifier, sachant qu’une tension est une
force par unité de longueur)

g=8 7= (B7)

Clairement, le premier est associé a la gravité et le second a la tension de surface. Sans calcul,
on peut directement s’attendre a ce que les effets de tension de surface soient négligeables par
rapport a I’action de la gravité, si 7 < G et inversement, si 7 > G. La grandeur relative de ces
deux nombres est donnée par 7 /G = yk*/(pg), c-a-d

/T

*:kcz, :
g = (k) (B.8)

ol A, = \/7/pg est la longueur capillaire.
Le probleme posé par (B.5) et (B.6) est hautement non linéaire, non seulement a cause des

termes apparaissant en (B.6) mais aussi du fait que ces conditions aux limites s’appliquent en
z = h(x,t), dont nous ne connaissons pas a priori la valeur. Pour progresser, nous supposerons que
les vagues sont de faible amplitude, ce que nous formalisons par

0 =¢o, W =en, e< 1. (B.9)

Le petit parametre € donne donc le rapport entre la hauteur des vagues et leur longueur d’onde.
Pour alléger les notations dans ce qui suit, nous omettons les primes et notons les dérivées par un
indice. Les équations deviennent

Vip =0, z<En
T €
OG- 51Vl =0, ¢ = 1+ EQutls, c=em,
(1+€n3)
(B.10)
et si nous posons purement et simplement € = 0, nous obtenons
Ve =0, z2<0
¢ +Gn—Tnw =0, Q. =M, z=0, (B.11)

La premiére équation se résout aisément '. Etudiant des ondes progressives dans la direction x, soit
@ =Re {Ae"@*’i*’)} . (B.12)

Par substitution dans (B.11), on obtient immédiatement 1) = Re {iAe’@“==1)} et

G+T=1, — |0’ =gk+Vk/p (B.13)

Supposons a présent que I’amplitude A dans (B.12) varie lentement en x. Pour simplifier le
calcul, nous négligerons la tension de surface, c-a-d que nous supposerons

G=1, T =0. (B.14)
Nous formalisons la lente variation de A par I’introduction des variables lentes

X=0x, Z=09z, T=ot, o< 1. (B.15)

1. Rappel du cours d’analyse complexe : Re f(x — iz) est harmonique pour toute fonction analytique f.
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Ainsi, X,Z, T ne varient significativement que lorsque x,z,¢ sont d’ordre §~! > 1. L’amplitude
A est donc supposée avoir la dépendance spatio-temporelle A = A(X,Z,T). Mais comme ¢ est
harmonique, on peut directement écrire

AX,Z,T) =A(X —iZ,T), (B.16)

ce qui rend V2@ = 0 automatique dans z < 0. Enz=0, on a

o+n=0, 0. =1, (B.17)
Oou encore,
n=-—e, Q.+ @y =0, (B.18)

Vu I'introduction de 8, nous cherchons une solution sous la forme d’un développement asymptotique
O ~ AX—iZ,T)e" L A (X 4+iZ, T)e " 1+2
+8Q1(x—1,2,X,Z,T)+ 8?02 (x —1,2,X,Z,T) + ... (B.19)

Dans I’expression de ¢ et ¢, X, Z, T sont traitées comme si elles étaient indépendantes de x, z,,
car elles sont censées étre attachées a des phénomenes dissociés -la lente variation de 1’amplitude
des oscillations. Bien sir, par (B.15) nous savons que ces variables ne sont pas indépendantes
mais I’esprit de la méthode des échelles multiples est de le supposer. Par ailleurs, pour exploiter
le développement (B.19), on suppose que le premier terme domine et que 6¢; est une petite
correction. Une fois 8¢ calculé, 52 ¢, raffine notre approximation et ainsi de suite. On suppose
donc implicitement que @1, ¢, ... sont tous d’ordre 1. En substituant (B.19) dans la deuxieéme
équation de (B.18) et en réunissant tous les termes ordre par ordre, on voit qu’a 1’ordre O en 0,
(B.18) est vérifié et qu’a I’ordre suivant, &, on a

0A A\ |
O+ Q=i (ax Har) ¢ e (B.20)

C’est une équation différentielle inhomogene pour ¢;. Comme les variables X et T sont supposées
indépentantes de x,z et ?, % + 23—? est vu comme constant sur les échelles x, z et . Donc le membre

de droite est équivalent 2 une amplitude constante multipliant un facteur oscillant de la forme /).
Pour trouver une solution particuliere, on pourrait essayer

¢ =B(X,T)e'" ™ +cec.,

mais on s’apergoit immédiatement que dans ce cas @; ; + ¢; , = 0. Par contre, avec ¢; =tB(X,T)

1) 4 cc. ona QO+ Q1 = —2iBe!™=!) 4 ¢.c. et on trouve donc la solution particuliére
t (0A A\
= (=422 ) D pec. B.21
(0] 2(8X+ aT)e +c.c ( )
Notre solution approchée s’écrit ainsi
. t [JA 0A\
0 =A(X —iZ,T)e/ 1+ 53 <ax + 28T> O oo 4 (B.22)

Cependant, en regardant attentivement cette expression, on s’apercoit que les termes d’ordre &
deviennent du méme ordre que les premiers pour les temps longs, c-a-d pour = O(1/9). Mais
dans ce cas, I’argument qui a présidé a la dérivation de (B.21) s’écroule! La seule manicre de
maintenir la validité de notre développement pour les temps longs, ¢’est donc d’imposer que
JdA JdA
—+ 2—
12).4 aT
On appelle cela la condition de solvabilité et c’est la pierre angulaire des méthodes asymptotiques.

=0. (B.23)
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p) Des termes divergeant de la sorte dans des développements asymptotiques sont qualifiés de
séculaires, en référence a des calculs de trajectoires astronomiques qui devenaient imprécis sur
des durées de I’ordre du siecle. Les calculs perturbatifs a 1’époque d’Henri Poincaré (1854-1912)
contenaient souvent de tels termes, a la grande consternation des savants de 1’époque.

La résolution de (B.23) est immédiate :

AX,T)=A < - §> . (B.24)

Le paquet d’ondes se propage donc a la vitesse 1/2, c-a-d en dimensions, v, = ¢/2.
Ce résultat nous amene a revoir notre expression pour I’amplitude A en introduisant une
coordonnée mouvante 2 la vitesse de groupe :

=X =8(x—5). (B.25)

Pour étudier I’évolution de A sur les temps tres longs, nous introduisons 1’échelle de temps lente
T=256% (B.26)
et écrivons cette fois :

0= (A(§ —iZ, 1)l +c.c.> L 820 (x—1,2,E,2,T) + ..., (B.27)

On a omis le terme @ : il est en toute généralité donné par C(&,7)e!™ ") +c.c., ot C est une
amplitude encore indéterminée, mais ce terme ne jouera aucun rdle dans la suite du présent calcul.
Calculons :

1 .
0=¢.+¢, =5 {<pz,Z + Q2+ [(4/455 - 2iAT> e 4 c.c} } (B.28)

Comme a I’ordre précédent, pour éviter la présence de termes séculaires dans ¢, il nous faut
supposer le terme entre crochets égal a zéro. Cela donne

) 1
lAT — gAéé = O, (B29)
ou, en posant ¥ = A* et en renormalisant légerement &,

1
iy + 5 Veg =0. (B.30)

On reconnait 13, I’équation de Schrodinger de la mécanique quantique associée a un potentiel nul,
ou encore I’équation d’onde en électromagnétisme dans 1’approximation paraxiale. Si on réécrit
I’équation pour A en dimensions, on trouve

1

1 .
it oo An =0 = —id+ /;Axx =0. (B.31)

ouf = % = %ZT‘;’ est le coefficient de dispersion chromatique.
On vérifiera (Exercice 3.3.5) que la solution de (B.30) avec la condition initiale y(x,0) = et

est donnée par
e &2/ (1+2it)

I — B.32
V= e (B.32)
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et, comme illustré en Fig. 3.5(c), ce profil s’étale dans le temps, de maniere tout a fait analogue a la
diffraction de rayons gaussiens en optique.

Passons a présent a ’analyse des effets non linéaires. Les effets de déplacement a la vitesse
de groupe et de dispersion chromatique seront couplés aux effets non linéaires, si I’amplitude du
paquet d’ondes est d’ordre €. Nous allons donc reprendre le développement asymptotique précédent,
en choisissant le petit parametre § = €

o = (A(cﬁ—iZ,T)ei(x’t)JrZ—l—c.c.)+£(p1(x—t,z,§,Z,r)+...,
n = (iA(&,r)e"("*M—c.C.)+en1(x—t,§,r)+...,
E = e(x—t/2),Z=¢ez,T=¢. (B.33)

D’autre part, les conditions aux bords doivent étre revues pour tenir compte des termes non linéaires
et du fait qu’elles ne sont pas évaluées exactement en z = 0. On a, pour la premicre,

@.(em) 1+ (u(en)* +p.(en)?) =0,
272
= 90)+ems(0)+ 0 (0) £ 0+ - (93(0) + 92(0))

+&°1 (9:(0)9(0) + 9:(0)9=2(0)) + ... =0,
= @0)+n=-¢ <n(Pzt(0> +% (£(0) +¢3(0))>

2
(0041 (00)0(0) + 0:000:0) ) +.. (B34
et, pour la seconde,

@:(en) — N = €@ (EN) N,

82 2
= 0(0)+€eNe.(0)+ Tn(Pzzz(O) — 1 = €0 (0) N + 2N P (0) 1 + ...,

2
= 00 = (O -0+ (N0~ T 0(0)) .
(B.35)

Nous devons résoudre (B.34)-(B.35) en nous rappelant que, par les multiples échelles introduites
dans les arguments des fonctions,

€
O — 0.+€dg, 0.—0.+€dz, & —d— 585 +€%0;. (B.36)
A I’ordre €, nous trouvons
1 1 1 e (x—
O+ =200z — Moo — 5 (90t 95.) = yAge ™™ —A%H e, (B.37)
, 1 L ixmt) g2 2i(x—1)
Pre=M =iPog = 5Mog + @oxMox — MNP0,z = EAge —2iA%e +cc.  (B.3%)
On résout cela tranquillement : de la premiere équation, on tire
Lo i) 42 2i(e—1)
n] — _(p17[+§Aée —A e +C.C.7 (B39)
ce qui, dans la seconde, donne

Przt QL = —éAgef@C*f) +2iA%eH ) 4 %Aée"@H) —2iA%e* ) 4o =0 (B.40)
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On a donc

@r1=0, M= -Ag—A2H) e, (B.41)
Sans connaitre encore 1I’évolution de A, on peut déja remarquer quelque chose d’intéressant :
supposons A = cste = a/2. Dans ce cas, on a 1] ~ —asin(x —t) — €(a®/2) cos(2(x —t)). Pour une
amplitude a et un petit € donnés, le profil de vague est modifié : plus plat dans les creux et pointu

aux crétes.
Enfin 4 ’ordre €3, la premiére équation devient, apres calcul :

P+ =— <32’ A*A +AT> ¢ 4 2iAA ) — %A%&'(*’) fce.
La seconde condition aux bords donne

P2z — Mg = 2A%Ag + <_25 |A[PA+iA; — iAgg) ) 4AAg P gA%S"(H) +e.c.
En dérivant la premiere équation par rapport a ¢ et en 1’additionnant a la seconde, nous trouvons

P+ Qo = 2A4"Ag + (4]A|2A +2iA; — iAgg) e tee. (B.42)
La condition de solvabilité est donc, finalement,

1 )
2iAc— JAgg —4APA=0. (B.43)

En posant y = A*, et aprés une simple remise a I’échelle de & et T, nous pouvons la réécrire sous
la forme standard

1
il//T+§ll/g§ +|yPy =o0. (B.44)

Il s’agit de la fameuse équation de Schrodinger nonlinéaire (NLS -nonlinear Schrédinger equation),
qui apparait dans un grand nombre de contextes : plasma, optique, méca. Gardons bien a I’esprit
qu’elle décrit I’évolution d’un paquet d’ondes (ici : de vagues), car ¥ est une amplitude lentement
variable qui multiplie des oscillations spatio-temporelles.
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